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Aplikasi Sistem Orthonormal Di Enang Hilbert
Pada Deret Fourier

Fitriana Yali 5.
FMIPA TNY

Absirsk

Emmng hilbert akan dibahas pada papper imi Apbikasi system cribonermsal akan dikaji dam akan
diaplikasikan pada ruanhg Hilert Dapat diketahui bahwa himgeman {0, 8),0, .-} deret kladk
fourier adalah benmk Sfystem orthonormal lengiap & reang Hibert [, {-xx) Sebagai akibamya
himpeman T dari polymomial trygonomets adalah padat di L, (—a, &)

Eam knnci- Sisteny Onthonommal, Emang Filbent, Deret Founsr

A. Pendahuluan

Analizis Fourier klasik pada nmlanya berkembang dalam upays mempelajari deret
dzn integral Fourier. Deret migooomemi yang kita kenal sekarang sebagal derer
Fourier pertarms kali diperkenalkan oleh D). Bernoulli pada mbhun 1750 - an, ketika ia
mengkaji persamaan diferensial parsizl unmk sebuszh dawai bergetar. Bermoulli
mensmukan bala wniuk f{x) = sin (kwx /1) maka fmgsi uw(x, £} = sin (kax/
{}eos (kxt /1) memipakan sohisi unmk setisp bilangsn positp k. Deret fourer klasik
uix ) akan diaplikasikan sebagai system orthonormal di eang Hilbert.

BE. Pembahaszan

Inner Product D Busng Hilbert Ly (-x,%) didefinisikan babwa uniuk sembarang
()= f ux v x)ax Sxe[-r K]

Sistem Orthonormal di mang Hilbert L: (-x,x) didefinisikan

Unmk sembarang ¥ Busng Hilbert amas B, dan  {u,u,,...] adalsh system
orthonormes] yang dapat dihinmmg dalam X yaim

(b (g ) =Fpy upfug  semua  kom

Barnzan i) dalam deret founer didefinizikan sebagai
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]
u(x) = (2my Moy (X} = 2 05 X

i, ()= sinny | wmmkm=123,

Preposisi 1.

Hinmpunan {u,, 4,4, ...} membeniuk suatn sistem orthononmsl lengkap di mang
Hilbert Ly (-x &

Pembnk tian

Langksh 1

Akan dimonjukkan babwa i, memupaksn sistem orthonorma] yaii memennhi

r
(o

)= fu, (X, (x)de =5,

Dalam deret fourer diketahui o, = x~" " sin kx; u =17 cos nx

Beberapa kennmpkinan milai L7, | L% ) yaim

A Femunzkinan inner product ke-1 yaim
T, | U) - jr" *Car mex™ Sin bodx

Ads dua kenmmgkinan immk nilai n dan k yaim

1. Kisin=k

U} - Jr" *Cor e Sin mod

x
-.i"_| 1/ 2 [sin {mx —nx) + sin (mx + )]
-

-;.r-'J 1/ 2 [sin 0 + sin 2mx Jabe
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=7 [ 1/2[0+ sim 2nx Jax

Batzs dibagi menjadi 2 vyaitu dari —7ZxZ0 dan 0ZxZx karena milai

ntezraloya sams maka hamya dihifung salah sam kemmdizn dikalikan 2

_z.n:;r'j 1/2 (sin 2nx) dx)

=2x{a'1IqL 2 (—cos 2rx) )Y
m-2x (a1 2172 (-cos 208 —(—cos 0) )

=2x(#71/20/2 {~1—-{-1))

2. Hilzsi ne £

U, |U) = [77*Cos mex™""Sin ke

-;r'i' 1/2 [sin {nx — kx) + sin {nx + xj]dx

-.?"_r 1/2 [zin {m— E)x + sin {m + E)x]dx

-x"j V2sinin-kpxdr+ax" [ 1/2sin (n+k)xdx

=2xx " V2 [An-E-cos (n—-Kx]% + 2x &7 12 ANn+E)—cos (n+E)x]"

—cos (m-Elw (
n—k) n—k

_ T B e T B —ras i B
cos(n R’D‘.]-;::a-"_lj[ cos(n+Kiw  —cos(n+ &0

=2xa" LA — —
' (n+k) Y on+k

11

K

=2x (#7122 F1-(-D) + 2x(&712Q02 (-1-(-1))
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o R I 0 n=k
Nila (U, |U,)= [#7"Cos mex™" Sin bedx = .

B . Eenmngkinam Inmer product ke-2 yaEit
W, U= [#"7 cos mea™'? cos ko

W, U= [#"7 cos mea™'? cos ko

Fammmgkinan nilai n dan k yaitu

1. Milai o=k

cin 2y sim )

7" cos mex ™ cos mggdy 2ttt In

]"r

—2xg1/2[x]+ 2xa L[ ]
[
=2xx 18[E]e+ Zzx~ 1i2

n

L 4

-x J 172 [cos {nx — nx) + cos (mx + nx )]

- J 1/2 [cos 0 + cos 2mx]dx

-x"j 1/2 cos 0 dx —.?I'_I-': cos 2nx o

-x"j 1/2.1dk +.1r"j cos 2nxy d
Batzs dibag'j-;:ueujadi 2 }'ﬂil‘u-:;a:i —F%2xZ0 dan 0ZxZx karema nilsd
infezraloyas sams maks hanya dihimmg zalab sam kenmdisn dikslikan 2

=1+0 =5,
2 Milai ne k

W, U= [#"7 cos mea™'? cos ko

|
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i |r)- jr" *ros mexV? cos brdy

-x J 172 [cos (mx — k) +oos {mx + ke)]de

-r _[ 172 [cos {n — B)x +cos (o + E)x]de

-Jr"_[ 172 cos (n—k) xdx +.1r"_[1 2cos (n+F)x dx

Batas dibagi menjadi 2 yaitm dard - Zx=0 don 0SxZx karens nilai

infegralmys samea maks hamya dibhimmg salah zam kemodisn dikalikam 2

=3rxll 3[M]' + Iyz] 3{%1:'
n-k n+k
=Ix0+2x0
=0 =d,
[ - - F -1z e :1 :"f-'t
Nilai (L7, |L7, )= |'.1r “oos rxxT  cos kol =
- __l:l ek

=
C. Eemmgkinan inmner product ke-3 vaim (T, 17} = j;r" “sin mea sin bedhe

Eemmmgkinamn nilai n dan k
1. Milai =k

(L, LT e) = jr" *gin mra”? sin mede

-x j 172 [cos (nx — nx) —cos (o + nx)]de

-Jr"_[ 172 [cos O — cos 2ax]dx
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-.:.r"l[ 1/2 cos 0 dx —rr"j oos Jx df

-r"j 1/2 1 —x"j cos 2mx dr

Batas dibagi menjadi 2 yaimdari —T2x20 dam 0Zx = Karens nilai

imtezraloya sama maka hanya dihitung salab sam kenmdian dikalikam 2

=2xr V20 - 2x }r':.l-"E[j— N
n

sin 2nx s @

=2xx” 12[x]- 2xx".1/2

]

[
n n

1-0=1 -4,

[ =]

 Nilzi nw k
@, U= [ sin mex™" sim bed

- j 1/2 [cos (mx — k) — cos (mx + k) )dx

-x J 1/2 [cos {n - F)x —cos (n+ E)x)dx

-;r"J 1/2 cos(n—-k) xd —x"Jl.-'Ecns{n—t]rd:f

Batzz dibagi menjadi 2 yaitm dari -72x=0 dam 05y S karema nilai

imtegraloya sama maks bamya dihitung salab sam kenmdian dikalikam 2

sin I:."i'—.l.'}x] .

B U] e i) L CR W U
n-k n+k

s FTTOITT PRI . M=k
Nilai (I, L*}-I'.ar sin mer”  sin byt - o nak

-
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|
Terbukdi (U, |U,) = 6, yainy

& Tarbukt hahwa i, mempakan Sistem Orthonomal

Langksh 2

Denzzn menggunskan Corollary 4 yaim babwa 7 = spaniu, v, ...}, barisan

palynomial trygonometri adalah padat di L~z 5.

Jelas bahwa deret fourier mempskan polynomial frygonometn maks o, padst &

Li-ma.

Langksh 3

Dienzan mengmunakan Teorems 3 A vaim bari:an yans mempakan Sistem

Orrthonormal di muang Hilbert X atas E apabila padat di X maka Lengkap di X dan

berlaku sebaliknya.

¢ Tarbukt bahwa himpuman {u, &, ,u,....} deret klasik founer adalah bentuk
sistem orthonormal lengkap di meng Hilbert L) -3z ).

Corollary 2.

Yuel (-7 x) deet foumer klasik konvergen di L2 -z & vaim

fim .[ (u(x)-1"a, -y g coskr+d sin B el =0

Bukd

Iim _[ (u{x)-2"a, -} a, cos kx +B, sin kx)’ dx -

u(x) disubstimsi oleh u(x)=-2"a, -3 a, cos kx+ B, sin kr diperoleh

k=1
iim .[ ((2"a, - a,cos ke +bsin k) -1"a, - ¥ a, cos br+b, =i kx)*dx
W+ — h rl
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j{f!':a., - ¥ aycor be+Bsinkx)-2"'a, - ¥, cos b+ B, sin k) dl
k=1

i k=l

j 7

=0

Terbukt iim [ (u(x)-2"a,~ " a, cos kx+B,sin k) die = 0

X =
Lemma 3

Uniuk setiap fungsi f = C[-#.x] dengan

J=x) = f(x), Ve 20,3 fungsi p e sehingga | f- P, <
BUETI

Langksh 1

Mizal £ fungsl zenap vaiu f{-x)= Ffix). Fungsi im dipenubi oleh ¢(x) =cosx

yang mermpakan fimgsi vang memnm tajam pada inerval [0.5], ¥ — £ ()
kontimyn pada imterval [-1,1], berdasar feorema Aproksimasi Weirsrass yaim

mnfk fungsi konfinyu terdapat polypomial p(y)=c, +6)+..+6,)" sehmgga
max | () -p) s,

Oleh karena itu terdapat p(y)=¢, + & +..+¢,y" dan berlaku

max | f(§”(3)- PO K 5, misal y =cosx,

max | f(§” (cosx) - picosx)) < 5, qfx):=picon) maka diperoleh

max | f(x)-g(x)|< 5,

Terbmkt unfuk f fungsi genap terdapat polynomial g sehingea barlslm
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.
max | flx)-glx)|<s

Langksh 2
Misal ffungsi ganjil vaim f{-x) =—{x) ook setiap x & [-7, 7], nilad

f(0) = f(x)=0.Dipilh & >0 dan dibenmk

[ AwE=0) e
I,.I"-[ I_zﬁ:l_i'!kﬂ' bcdixixg-&
E(x) =
[ Jika DExifamum-dSxix

Diketahpi gix)o=-gv-x) jika -sZx =0, Saar f kootinyn seragam di interval
[-#, 7] berdazar teorema Waitress diperoleh max | fix)—g{x) < #/2 untuk nilai
& =0 yang cubup kecil .

Sant x—-%dj{—x:r] kontinyu di [-x, x] karens gy kontinyu sehingea ada
sinfx

g =1 berlaku max %—q(ﬂ < 5/ 2, mizalkan r{x) = gix)snx diperoleh
-mirie gin(y

£ g .,

mAx '
e m{x) Ei.'ll{.r:l

max [——|.| () - 9(x) < 512

e ptet g sm.r

A glx) - g(x) < X |sinx|&/2

= glxl-rx11lx el

s glx)—r{x) < 52 maks

max | f(x)-r(x)= max | f(x)-glx)+glxh-rix)|

=ELIwl

£ max| f(x)- £(x)| + max | g(x)-r(x)|
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Terpukti untuk F fuomgsi gamjil  tesdapat peix)sehingga  berlakm
max | fix)-rx)l<s

Langkah 3

Dialam kasns vang unmm, digunskan dekomposizi fongsi yaim

S =27 (f(x)+ F-x))+ 27 (f(x)- f(-x)) bemudian diterapkan langksh 1

mnmk fimgsi genap dan langkah 2 owvmmk fimgsi ganjil dengan menerapkan

Teorema nilal rats-rata Wattress dan ketsksamaan segitdga sehingza diparaleh
Flx) = F(—x) =0 ummk x=[0, 7]

Corollary 4

Himpunan r dari polynomial trvgonemetn adalsh padat &i L (—x, )

Bukd

Misal wel(-x 7)) dsn mizal diberikan &>0. Dengan preposisi 7 vaim
X = Ol b denzan —m gl b himpnanan Polhmomial

Px)=a, +ax+.  +a x"dengan o bilangan real zdalzh padst di X sehingga

unmk u elemen polynomial pix) dapat diperoleh fimgsi konfinyn Cf—x, ] yang

padat di L {—x,x) artinya terdapat funzsi kontimya §Fo=[-7, 5] — Esehingga
u— 1= ([ @ - ) e ) <5

Diengan mengzant fungsi kondnyu fdidekat titk x=xr dapat diasumsikan bahwa
Ji-xi=fx) dengzan lemoms 3 maka terdapat fimesi g =rsehingga || -2 5

Zehingza dapat diperoleh

|
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M—g =l —fFf+F—g

u—gl=iu—-rFl+|Ff-q

Terbukt rpadat di L (-7 &)

C. Penutup

Berdasarkan wrzian i atas dapat diketabon babwa himpunan {u,, o, u,,..} deret
klasik fourier adalab benmuik sistem orthonomal lengkap & mang Hilbert L (-
&) Sebagai akibamya himpunan ¢ dari polynemizl oygenomeri adalah padat &

L(-x.7)
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