TEORI ANTRIAN

Teori antrian merupakan studi matematis mengenai antrian atau waiting lines yang di
dalamnya disediakan beberapa alternatif model matematika yang dapat digunakan untuk
menentukan beberapa karakteristik dan optimasi dalam pengambilan keputusan suatu sistem
antrian.

A. Definisi dan Unsur-unsur Dasar Model Antrian

Definisi Sistem Antrian. Sistem antrian adalah himpunan pelanggan, pelayan, dan suatu
aturan yang mengatur kedatangan para pelanggan dan pelayanannya.

Sistem antrian merupakan “proses kelahiran-kematian” dengan suatu populasi yang
terdiri atas para pelanggan yang sedang menunggu pelayanan atau yang sedang dilayani.
Kelahiran terjadi jika seorang pelanggan memasuki fasilitas pelayanan, sedangkan kematian
terjadi jika pelanggan meninggalkan fasilitas pelayanan tersebut. Keadaan sistem adalah
jumlah pelanggan dalam suatu fasilitas pelayanan.

Proses antrian adalah suatu proses yang berhubungan dengan kedatangan pelanggan ke
suatu sistem antrian, kemudian menunggu dalam antrian hingga pelayan memilih pelanggan
sesuai dengan disiplin pelayanan, dan akhirnya pelanggan meninggalkan sistem antrian setelah
selesai pelayanan.

Sistem Antrian

Sumber Pelanggan | Antrian |_,| Pelayanan ‘Pela)i(anan
pemanggilan i selésai

Gambar 1 Proses antrian pada suatu sistem antrian

Unsur-unsur Dasar Model Antrian
Suatu sistem antrian bergantung pada tujuh faktor yaitu :

1. Pola Kedatangan adalah banyaknya kedatangan pelanggan selama periode waktu tertentu.
Pelanggan dapat datang secara individu maupun kelompok. Namun, jika tidak disebutkan
secara khusus maka kedatangan terjadi secara individu. Kedatangan dapat beragam pada
suatu periode waktu tertentu, namun dapat juga bersifat acak di mana kedatangan
pelanggan tidak bergantung pada waktu. Jika kedatangan bersifat acak maka perlu
ditentukan distribusi probabilitas waktu antar kedatangannya. Pola kedatangan dapat
dicirikan oleh distribusi probabilitas waktu antar kedatangan atau probabilitas jumlah
pelanggan yang datang pada sistem antrian. Waktu antar kedatangan adalah waktu antara
dua kedatangan yang berurutan pada suatu fasilitas pelayanan.

2. Pola Kepergian adalah banyaknya kepergian pelanggan selama periode waktu tertentu. Pola
kepergian biasanya dicirikan oleh waktu pelayanan, yaitu waktu yang dibutuhkan oleh
seorang pelayan untuk melayani seorang pelanggan. Waktu pelayanan dapat bersifat
deterministik atau berupa suatu variabel acak dengan distribusi peluang tertentu.

3. Rancangan Sarana Pelayanan atau desain sarana pelayanan berkaitan erat dengan bentuk
barisan antrian dan pelayanan pada suatu sistem antrian. Sebuah sarana pelayanan
mempunyai jumlah saluran (channel) dan jumlah tahap (phase) pelayanan tertentu. Saluran
(channel) adalah jumlah pelayan yang dapat memberikan pelayanan kepada pelanggan pada
waktu yang bersamaan, sedangkan tahap (phase) adalah jumlah terminal-terminal
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pelayanan yang harus dilalui oleh pelanggan sebelum pelayanan dinyatakan lengkap atau

selesai.

Rancangan sarana pelayanan terdiri atas empat macam yang diuraikan sebagai berikut.

1. Satu saluran satu tahap (single channel single phase), artinya sarana pelayanan memiliki
satu pelayan dan pelayanan kepada pelanggan diselesaikan dalam satu kali proses
pelayanan.

7 1
Pelanggan I I Pelanggan
masuk Pelayanan Keluar
—Nl 000 — | ... —H
| Antrian |
________________ d

Gambar 2 Desain sarana pelayanan satu saluran satu tahap

2. Banyak saluran satu tahap (multichannel single phase), artinya sarana pelayanan
memiliki lebih dari satu pelayan dan pelayanan kepada pelanggan diselesaikan dalam
satu kali proses pelayanan. Desain ini disebut juga desain pelayanan paralel.
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Gambar 3 Desain sarana pelayanan banyak saluran satu tahap

3. Satu saluran banyak tahap (single channel multiphase), artinya sarana pelayanan
memiliki satu pelayan dan pelayanan kepada pelanggan belum terselesaikan hanya
dalam satu kali proses pelayanan. Desain ini disebut juga desain pelayanan seri atau
tandem.

"""/ 0 - T/ 71
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Gambar 4 Desain sarana pelayanan satu saluran banyak tahap

4. Banyak saluran banyak tahap (multichannel multiphase), artinya sarana pelayanan
memiliki lebih dari satu pelayan dan pelayanan kepada pelanggan belum terselesaikan
hanya dalam satu kali proses pelayanan. Desain ini disebut juga desain pelayanan
jaringan atau antrian network.

Pelayanan —|=——pp

| Pelayanan |
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masuk Pelanggan
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Gambar 5 Desain sarana pelayanan banyak saluran banyak tahap

. Disiplin Pelayanan adalah kebijakan yang mengatur cara memilih pelanggan yang akan

dilayani dari suatu antrian. Disiplin pelayanan yang biasa diterapkan dalam kehidupan

sehari-hari yakni sebagai berikut:

1. First Come First Served (FCFS) atau First In First Out (FIFO), artinya pelayanan
didahulukan kepada pelanggan yang lebih awal datang atau mempunyai nomor antrian
lebih kecil.
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2. Last Come First Served (LCFS), artinya pelayanan didahulukan kepada pelanggan yang
lebih akhir datang.

3. Service In Random Order (SIRO), artinya pelayanan dilakukan kepada pelanggan
dengan pemilihan secara acak.

Antrian prioritas (priority queue), artinya pelayanan diberikan kepada pelanggan yang
mempunyai kepentingan atau prioritas yang sangat tinggi. Terdapat dua macam peraturan
dalam antrian prioritas yaitu disiplin preemtif (preemtive discipline) yang ditulis PRD dan
disiplin non-preemtif (non-preemtive discipline) yang ditulis NPD. Disiplin preemtif berlaku
ketika pelanggan dengan prioritas lebih tinggi memasuki sistem maka pelanggan tersebut
langsung dapat dilayani meskipun pelanggan yang mempunyai prioritas yang lebih rendah
berada dalam proses pelayanan. Disiplin non-preemtif berlaku ketika pelanggan dengan
prioritas lebih tinggi memasuki sistem, baru akan dilayani setelah sebuah pelayanan yang
sedang berlangsung terselesaikan.

5. Kapasitas Sistem adalah jumlah maksimum pelanggan, baik pelanggan yang sedang berada
dalam pelayanan maupun dalam antrian, yang dapat ditampung oleh fasilitas pelayanan
pada saat yang sama. Suatu sistem antrian yang tidak membatasi jumlah pelanggan dalam
fasilitas pelayanannya disebut sistem berkapasitas tak berhingga, sedangkan suatu sistem
yang membatasi jumlah pelanggan dalam fasilitas pelayanannya disebut sistem berkapasitas
berhingga.

6. Ukuran Sumber Pemanggilan adalah banyaknya populasi yang membutuhkan pelayanan
dalam suatu sistem antrian. Ukuran sumber pemanggilan dapat terbatas maupun tak
terbatas. Sumber pemanggilan terbatas terjadi ketika banyaknya pelanggan dalam sistem
mempengaruhi laju kedatangan pelanggan baru.

7. Perilaku Manusia merupakan perilaku-perilaku yang mempengaruhi suatu sistem antrian
ketika manusia mempunyai peran dalam sistem sebagai pelayan atau pelanggan. Pelayan
yang berupa manusia dapat bekerja cepat maupun lambat sesuai dengan kemampuannya
sehingga mempengaruhi lamanya waktu tunggu. Selain itu, pelayan juga dapat
mempercepat laju pelayanan ketika terjadi antrian yang sangat panjang.

Jika terdapat dua atau lebih jalur antrian maka pelanggan yang berupa manusia dapat
berpindah dari jalur yang satu ke jalur yang lain, yang dikenal dengan istilah jockey habit. Jika
pelanggan melihat antrian yang terlalu panjang ketika akan memasuki sistem maka pelanggan
yang sabar tetap memasuki sistem dan bergabung dengan antrian. Namun demikian, pelanggan
yang tidak sabar dapat menolak untuk memasuki sistem antrian (balking). Pelanggan yang
sudah berada dalam sistem antrian, yang bukan merupakan antrian langsung, dapat
meninggalkan barisan antrian untuk sementara waktu, bahkan dapat membatalkan antrian
(reneging) karena barisan masih terlalu panjang.

Perilaku-perilaku manusia tersebut, baik perilaku pelanggan maupun pelayan, diasumsikan
tidak terjadi dalam suatu sistem antrian jika tidak disebutkan secara khusus.

B. Notasi Antrian

Notasi baku untuk memodelkan suatu sistem antrian pertama kali dikemukakan oleh D. G.
Kendall dalam bentuk a / b / c, dan dikenal sebagai notasi Kendall. Namun, A. M. Lee
menambahkan simbol d dan e sehingga menjadi a/ b/ c/d /e yang disebut notasi Kendall-
Lee.

Notasi Kendall-Lee tersebut perlu ditambah dengan simbol f. Sehingga, karakteristik suatu
antrian dapat dinotasikan dalam format baku (a/b/c):(d/e/f). Notasi a sampai f berturut-
turut menyatakan distribusi waktu antar kedatangan, distribusi waktu pelayanan, jumlah
channel pelayanan, disiplin pelayanan, kapasitas sistem, dan ukuran sumber pemanggilan.
Notasi a sampai f dapat diganti dengan simbol-simbol yang disajikan dalam Tabel 1.

0000
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Tabel 1 Simbol-simbol pengganti notasi a sampai f pada notasi Kendall-Lee

Notasi Simbol Keterangan
adanb | M Markov, kedatangan atau kepergian berdistribusi Poisson (waktu
antar kedatangan atau waktu pelayanan berdistribusi eksponensial)
D Deterministik, waktu antar kedatangan atau waktu pelayanan
konstan atau deterministik
Ex Erlang, waktu antar kedatangan atau waktu pelayanan berdistribusi
Erlang
Gl General Independent, distribusi independen umum dari
kedatangan atau waktu antar kedatangan
G General, distribusi umum dari kepergian atau waktu pelayanan
d FCFES/FIFO | First Come First Served/First In First Out
LCFS Last Come First Served
SIRO Service In Random Order
GD General Discipline
NPD Non-preemtive discipline
PRD Preemtive discipline
c,e,danf|1,2,...

C. Proses Kedatangan dan Kepergian

Proses kedatangan dan kepergian dalam suatu sistem antrian merupakan proses kelahiran
dan kematian (birth-death processes). Kelahiran terjadi jika seorang pelanggan memasuki
sistem antrian dan kematian terjadi jika pelanggan meninggalkan sistem antrian tersebut.

Proses kelahiran dan kematian merupakan proses penjumlahan dalam suatu sistem di mana
keadaan sistem selalu menghasilkan n bilangan bulat tak negatif. Keadaan sistem pada saat t
didefinisikan sebagai selisin antara banyaknya kelahiran (kedatangan) dan kematian
(kepergian) pada saat t, dinotasikan dengan N(t), yaitu banyaknya pelanggan yang berada
dalam sistem pada saat t. Misal, banyaknya kedatangan pelanggan pada saat t dinotasikan
dengan X(t) dan banyaknya kepergian pada saat t dinotasikan dengan Y(t), maka banyaknya
pelanggan yang berada dalam sistem pada saat t adalah N(t) = X(t) — Y(t). Sedangkan peluang
terdapat n pelanggan dalam sistem antrian pada saat t dinotasikan dengan P(N(t) = n) atau

Pn(t).

Proses kedatangan dan kepergian dalam suatu antrian memiliki asumsi-asumsi sebagai
berikut.
1. Peluang terjadi satu kedatangan pada interval waktu [t, t + At] ditulis

P[X(t+At)— X (t)=1] = A At+o(At), dengan

n : banyaknya pelanggan dalam sistem antrian

Jn & laju kedatangan tiap satuan waktu jika terdapat n pelanggan dalam sistem

At : panjang interval waktu
o(aY) _
(At
2. Peluang tidak terjadi kedatangan pada interval waktu [t, t + At] ditulis

P[X(t+At)- X (t)=0] = 1 — A,At + 0(At).

0(At): suatu fungsi yang memenuhi lim 0.

3. Peluang terjadi satu kepergian pada interval waktu [t, t + At] ditulis
PLY (t+At)-Y (t) =1] = HpAt + 0(At), dengan
Hn: laju kepergian tiap satuan waktu jika terdapat n pelanggan dalam sistem.

4. Peluang tidak terjadi kepergian pada interval waktu [t, t + At] ditulis
PLY (t+At)-Y(t) =0] =1 — U At + 0(At).

5. Peluang terjadi lebih dari satu kedatangan dan kepergian pada interval waktu [t, t + At]
adalah o(At).
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6. Kedatangan dan kepergian merupakan kejadian-kejadian yang saling bebas.

Berdasarkan Asumsi 6, kedatangan dan kepergian merupakan kejadian-kejadian yang
saling bebas, sehingga kejadian yang terjadi pada interval waktu tertentu tidak mempengaruhi
kejadian pada interval waktu sebelumnya atau kejadian pada interval waktu setelahnya. Proses
kedatangan dan kepergian dalam suatu sistem antrian dapat ditunjukkan pada Gambar 6.

Ao A Ana An
Ky Mo Hn M+t

Gambar 6 Proses kedatangan dan kepergian pada sistem antrian

Berdasarkan Gambar 6, jika terdapat n (n > 0) pelanggan dalam sistem pada waktu (t + At)
maka kejadian-kejadian saling asing yang mungkin terjadi dapat ditunjukkan pada Tabel 2.

Tabel 2 Banyaknya pelanggan saat t, banyaknya kedatangan selama At, dan banyaknya
kepergian selama At untuk tiga kejadian jika N(t +At) =n (n > 0)

Kejadian N(t) X(t + At) — X(t) Y(t+ At) — Y(1)
I n 0 0
1 n+1 0 1
1L n-1 1 0
Keterangan:
N(t) . banyaknya pelanggan dalam sistem pada saat t
N(t +At) . banyaknya pelanggan dalam sistem pada saat t + At

X(t + At) — X(t) : banyaknya kedatangan pelanggan selama At
Y(t + At) — Y(t) : banyaknya kepergian pelanggan selama At

Selain tiga kejadian yang ditunjukkan pada Tabel 2, terdapat kejadian (IV) yaitu keadaan
sistem pada saat t kurang dari (n — 1) atau lebih dari (n + 1) serta jumlah kedatangan dan
kepergian lebih besar dari 1. Namun menurut Asumsi 5, peluang kejadian ini bernilai o(At).

Menurut Asumsi 6, kedatangan dan kepergian merupakan kejadian-kejadian yang saling
bebas, sehingga peluang dari masing-masing kejadian tersebut adalah sebagai berikut.

P(Kejadian 1) = P((N(t)=n) N (X (t+At)— X (t) =0) N (Y (t + At) =Y (t) = 0))

= (1 - A,At + 0(AD)) (1 — 1At + 0(AL)) P(N(t) = n)
= (l - (An + un)At + O(At)) Pn(t)

P(Kejadian I) = P((N(t)=n+1) N (X({t+At)—X(t)=0) N (Y(t+At)— Y(t)=1))

= (1 — An+1 At + O(AL)) (Mn+1 At + O(AL)) P(N(t) =n+1)
= (Mn+1 At + 0(AL)) Pry1 (1)

P(Kejadian I11) = P(N(t)=n—-1) N (X(t+At)—X({t)=1) N (Y(t+At)— Y(t)=0))

= (An_1 At + 0(At)) (1 — Hq—1 At + O(AL)) P((N(t) =n-1)
= (In-1 At + 0(A1)) Pr_y (1)

P(Kejadian 1V) = o(At) (Sesuai Asumsi 5)

Selanjutnya akan dibahas tentang peluang terdapat n (n > 0) pelanggan dalam sistem pada
waktu (t + At). Peluang terdapat n (n > 0) pelanggan dalam sistem pada waktu (t + At) dapat
diperoleh dengan menjumlahkan keempat kejadian saling asing di atas, sehingga diperoleh
Po(t+ At) = P(Kejadian I) + P(Kejadian I1) + P(Kejadian I11) + P(Kejadian 1V)

= (1= (4n + Hn)At + 0(AL)) Py(t) + (Hn + 1 At + 0(AL)) Pr+ 1 (1)
+ (An-1 At + 0(A1)) Pr_1 (1) + 0(AY)
= Pn(t) — ﬂnAt Pn(t) — Mn At Pn(t) + |.,ln+1At Pn+1(t) + in_lAt Pn_l(t)
+ 0(At) (1)
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Selanjutnya masing-masing ruas pada Persamaan (1) dikurangi P,(t) dan dibagi At sehingga
diperoleh
P.(t+A)-R(t) _

B = 4 Pa(®) — o Po®) + ot Paoa(®) + 4 1Py a() + 25D

= Zn-1Pn-1(t) = (Ao + Hin) Po(t) + Mo+ 1 Poa(t) + O(AAtt)

Kemudian dihitung nilai limit dari masing-masing ruas untuk At — 0, sehingga menjadi

_P(t+A)-P(t) _ . ~ o(At)
l’!TO At l!m) (ﬂ“n—l I:)n—l (t) (ﬂ“n + :un) I:)n (t) + Mo I:)n+1 (t) + At )
B =20 1P 10~ G Ho) PolD) + e Pra() @

Persamaan (2) hanya berlaku untuk n > 0, maka dengan cara yang sama, akan ditentukan
%. Berdasarkan Gambar 6, jika terdapat n = 0 pelanggan dalam sistem pada waktu (t + At)

maka kejadian-kejadian saling asing yang mungkin terjadi ditunjukkan pada Tabel 3.

Tabel 3 Banyaknya pelanggan saat t, banyaknya kedatangan selama At, dan banyaknya
kepergian selama At untuk dua kejadian jika N(t +At) =0

Kejadian N(t) X(t + At) — X(t) Y(t+ At) - Y(1)
I 0 0 0
1 1 0 1
Keterangan:
N(t) . banyaknya pelanggan di dalam sistem pada saat t
N(t +At) . banyaknya pelanggan di dalam sistem pada saat t + At

X(t + At) — X(t) : banyaknya kedatangan pelanggan selama At
Y(t + At) — Y(t) : banyaknya kepergian pelanggan selama At

Selain dua kejadian yang ditunjukkan pada Tabel 3, terdapat kejadian (I11) yaitu keadaan
sistem pada saat t lebih dari satu serta jumlah kedatangan dan kepergian juga lebih besar dari
satu. Namun menurut Asumsi 5, peluang kejadian ini bernilai o(At).

Peluang dari masing-masing kejadian tersebut adalah sebagai berikut.

P(Kejadian 1) = P((N(t) = 0) N (X(t + At — X(t) =0) N (Y(t + At) - Y(t) = 1)

= (1 - Ag At + o(At)) (1) P((N(H)=0)
= (1 — Ao At + 0(AL)) Po(t)

P(Kejadian 11) = P((N(t) = 1) N (X(t + At— X(t) = 0) N (Y(t + At) — Y(t) = 1)
= (1 - A1 At + 0(Atl)) (M1 At + 0(At)) P((N(t) = 1)
= (M1 At + 0(At)) P4(t)

P(Kejadian I1l) = o(At)  (Sesuai Asumsi 5)

Peluang terdapat n = 0 pelanggan dalam sistem pada waktu (t + At) dapat diperoleh dengan
menjumlahkan ketiga kejadian saling asing di atas sebagai berikut.

Po(t + At) = P(Kejadian 1) + P(Kejadian Il) + P(Kejadian I11)
= (1 - Z0 At + 0(At)) Po(t) + (Hy At + 0(At)) Py(t) + o(At)
= Po(t) — Ao At Po(t) + Uy At Py (t) + 0o(Al) (3)

Selanjutnya, masing-masing ruas pada Persamaan (3) dikurangi Po(t) dan dibagi At serta
dihitung nilai limitnya untuk At—0, sehingga

i (t+AAtz_ R~ Po(t) + pa Pa(t) + %
C PA+AD-P@M) _ . o(At)
lim m = igm)(—ﬂopo(t)+mﬂ(t)+?j
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% = —Ao Po(t) + M1 Pa(t) (4)

D. Distribusi Kedatangan

Distribusi kedatangan berhubungan dengan peluang terdapat n kedatangan palanggan dalam
suatu sistem antrian pada interval waktu tertentu. Kedatangan yang dimaksud dalam
pembahasan ini adalah kedatangan murni, yaitu kedatangan tanpa disertai kepergian, maka laju
kepergian 4, = 0, vn> 0. Diasumsikan bahwa laju kedatangan tidak tergantung pada
banyaknya pelanggan yang berada dalam sistem, sehingga 4, = 4, vn > 0.

Peluang terdapat n (n > 0) kedatangan pada waktu t dapat diperolen dengan
mensubstitusikan p, = 0 dan 4, = 4 ke Persamaan (2) dan Persamaan (4) sebagai berikut.

dR(t)

22 = 2R )
% = AP, ,(t)— AP, (t), n>0 (6)

Persamaan (5) dapat dinyatakan sebagai persamaan differensial linear orde | dengan

P(x) = 4 dan Q(x) = 0. Maka, penyelesaiannya adalah P(t) =ce ™ = ce™

Diasumsikan bahwa proses kelahiran murni dimulai (t = 0) pada saat sistem memiliki nol
pelanggan (n = 0), maka peluang terdapat nol pelanggan dalam sistem pada saat t = 0 (ditulis
Po(0)) yakni 1. Jika n > 0 maka P,(0) = 0. Hal ini dapat dituliskan sebagai berikut.

_ L n=0
PO = {070 )
Dengan demikian, Py(0) = ce™ = 1, dan diperoleh nilai ¢ = 1. Oleh karena itu, didapatkan
Po(t) =€ (8)

Persamaan (6) dapat dinyatakan sebagai persamaan differensial linear orde | dengan P(x) =
J dan Q(x) = AP,_1(t). Sehingga penyelesaiannya adalah

Pn(t) = ce 1 ve mj/’teI “p(t)dt= ce Mt + e I el P, (t)dt
Untuk nilai n = 1 diperoleh

Pi(t) = ce™ + e I e P, (t)dt 9)
Persamaan (8) disubstitusikan ke Persamaan (9) maka didapatkan
P1(t) = ce ™ + de " [e'e dt = ce + dte™ (10)

Berdasarkan Persamaan (7), didapatkan P;(0) = ce™ + 1.0.e ™ =0
Sehingga diperoleh nilai ¢ = 0.

Karena nilai ¢ = 0, maka Persamaan (10) menjadi P(t) = Ate (11)
Untuk nilai n = 2, maka Pa(t) = ce™ +4e ™ [e"R,(t)dt (12)
Persamaan (11) disubstitusikan ke Persamaan (12) menjadi

Po(t) = ce™ +/1e‘”J‘ei‘/1te‘”dt= ce ™ +/12e‘)“jtdt= ce ™ +@2 e (13)
Berdasarkan Persamaan (7), diperoleh P,(0) = ce™ +(l_20) e =0
Sehingga diperoleh nilai ¢ = 0.
Karena ¢ = 0, maka Persamaan (13) menjadi P,(t) —(Zt) (14)

Dengan induksi matematika, dapat dibuktikan bahwa penyelesaian umum dari
Persamaan (5) dan Persamaan (6) adalah sebagai berikut. P,(t) = (ﬁtl) (15)

Langkah-langkah pembuktiannya sebagai berikut.
1. Persamaan (11) yaitu Py(t) = Ate™ membuktikan bahwa Persamaan (15) merupakan
penyelesaian Persamaan (6) untuk n = 1.
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2. Diasumsikan Persamaan (15) merupakan penyelesaian Persamaan (6) untuk n = k, maka

Put)= L e

3. Akan dibuktikan bahwa Persamaan (15) merupakan penyelesaian Persamaan (6) untuk n =
k+ 1.

Persamaan (6) dengan n = k + 1 adalah %= AR (t)— AP, (1) (16)
Asumsi 2 disubstitusikan ke Persamaan (16) sehingga menjadi

AR () — kat a

—E= 2 e = AR () (17)

Persamaan (17) merupakan persamaan differensial linear orde | dengan P(x) = A dan Q(x) =
k

i"*l%e‘” , sehingga penyelesaiannya adalah

k k
Py+1(t)= R J' Akt %e“eI “at = ce e j A %e“e“dt

k+1 k+1
= ce M e Mkt t = ce M4+ (A1) At (18)
(k +1)! (k +1)!
k+1
Berdasarkan (7), maka Py 1(0) = ce™* ((/|1< O)l)l e *°=0. Diperoleh nilai ¢ = 0.
k+1
Karena ¢ = 0, maka (18) menjadi Py + 1(t) = Eit)l)le (19)

Persamaan (19) merupakan penyelesaian (6) untuk n = k + 1 dan memenuhi (15).
Jadi, Py(t) = (i—tl) e merupakan solusi umum dari Persamaan (5) dan Persamaan (6). Dengan

demikian, dapat disimpulkan bahwa kedatangan pelanggan berdistribusi Poisson.

Teorema 2. Jika kedatangan pelanggan berdistribusi Poisson maka waktu antar kedatangan
pelanggan berdistribusi eksponensial.
Bukti:

Berdasarkan uraian di depan, kedatangan pelanggan berdistribusi Poisson. Misal, T, (n > 0)
adalah waktu antara (n — 1) kedatangan sampai n kedatangan. Barisan {T,, n =1, 3, 4, ...}
merupakan barisan waktu antar kedatangan yang saling asing dan saling bebas.

Ambil T; yang merupakan waktu antara sistem antrian kosong (n = 0) dan kedatangan
pertama. Akan ditunjukkan bahwa T; berdistribusi eksponensial. Ambil t < T;, maka
banyaknya kedatangan pada waktu t adalah nol, artinya

P.(T, >t) = P(tidak ada kedatangan selama waktu t) = Py(t) (20)

Berdasarkan Persamaan (8), Po(t) = €™ dengan 4 menyatakan laju kedatangan rata-rata,
maka fungsi distribusi kumulatif dari T, dengan t > 0 adalah

FO) =P(Ti<t)=1-P(Ty>t) =1 -Pyt) =1 -e™ (21)
Berdasarkan Definisi 6, Persamaan (21) merupakan fungsi distribusi kumulatif dari
distribusi eksponensial yang secara umum ditulis F(t) = {é_e ,ttzg :
<
Sehingga fungsi densitas peluang dari T, untuk t > 0 adalah f(t) = dFt(t) e (22)

Berdasarkan Definisi 5, T; merupakan peubah acak yang berdistribusi eksponensial dengan
parameter A. Sesuai dengan asumsi bahwa barisan waktu antar kedatangan pada sistem antrian
adalah saling bebas, maka pembuktian di atas juga berlaku untuk {T,}, n > 0. Jadi, terbukti
bahwa waktu antar kedatangan berdistribusi eksponensial.

E. Distribusi Kepergian

Distribusi kepergian berhubungan dengan peluang terdapat n kepergian palanggan dalam
suatu sistem antrian pada interval waktu tertentu. Kepergian yang dimaksud dalam
pembahasan ini adalah kepergian murni, yaitu kepergian yang tanpa disertai kedatangan,
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sehingga laju kedatangan 4, = 0, vn> 0. Diasumsikan bahwa laju kepergian tidak tergantung
pada banyaknya pelanggan yang berada dalam sistem, sehingga g, = |, vn > 0.

Peluang terdapat n (n > 0) kepergian selama waktu t dapat diperoleh dengan
mensubstitusikan A, =0 dan p, = 4 ke Persamaan (2) dan Persamaan (4) sebagai berikut.

dR,(t) _ J-#R®+ xR, (), n>0 (23)
dt HP4 (D), n=0
Jika jumlah pelanggan dalam sistem antrian selama t adalah sebanyak n = N, maka P,.(t) =
0, n > N. Sehingga untuk n > N berlaku dF;t(t) = -uP, (1) (24)
Sedangkan untuk 0 < n < N berlaku dF;t(t) = -UPp(t) + UPnsa(t) (25)

Berdasarkan Definisi 9, maka Persamaan (24) dan Persamaan (25) merupakan bentuk
persamaan differensial linear orde I. Penyelesaian Persamaan (24) adalah

Pa(t) =ce™, n>N (26)

Diasumsikan bahwa proses kematian murni dimulai (t = 0) pada saat sistem memilikin =N
pelanggan dalam sistem, maka peluang terdapat N pelanggan dalam sistem pada kondisi awal
(t = 0) dinotasikan dengan P(N(0) = N) = Py(0) adalah 1. Jika 0 <n < N maka P,(0) = 0. Hal

ini dapat dituliskan sebagai berikut. P,(0) = {2 OS;EE (27)
Dengan demikian, Py(0) = ce™°= 1, dan diperoleh nilai ¢ = 1. Oleh karena itu,
Pn(D) =™ (28)
Penyelesaian Persamaan (25) adalah Py(t) = ce™ + pe*" [e*p, (t)dt, 0<n<N (29)
Untuk n = N — 1, maka Py _4(t) = ce™ + pe™ [e“R, (t)dt (30)
Persamaan (28) disubstitusikan ke Persamaan (30) sehingga
Pn_a(t) = ce™ + pe™ [evedt = ce™ + pte™ (31)
Sesuai dengan Persamaan (27), maka Py _1(0) = ce™® + pn.0.e™°=0
Sehingga, diperoleh nilai ¢ = 0.
Karena ¢ = 0, maka Persamaan (31) menjadi Py_1(t) = pite™ (32)
Untuk nilai n = N -2, maka Py _,(t) = ce™ + pe™ [e*p, , (t)dt (33)
Persamaan (32) disubstitusikan ke Persamaan (33) sehingga

2
Py o(t) = ce™ + pe™ [e*utedt=ce™ + pe™ [ udt = ce™ + —(”;) e (34)

2
Sesuai dengan Persamaan (27), maka Py _ »(0) = ce™® + @e‘ﬂ” = 0. Sehingga, diperoleh
nilai c = 0.
2
Karena ¢ = 0, maka Persamaan (34) menjadi Py _,(t) = %e“‘ (35)

Sama seperti halnya distribusi kedatangan, dapat dibuktikan dengan induksi matematika
bahwa penyelesaian umum dari P,(t) yang merupakan probabilitas terdapat n kepergian
pelanggan selama waktu t adalah sebagai berikut.

a)_ﬂﬂ- L 0<n<N (36)

Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa kepergian pelanggan berdistribusi Poisson.
Teorema 3. Jika kepergian pelanggan berdistribusi Poisson maka waktu pelayanan pelanggan
berdistribusi eksponensial.

Bukti:

Berdasarkan uraian di atas, kepergian pelanggan berdistribusi Poisson. Misal, keadaan awal
suatu sistem antrian sebanyak n = N pelanggan. Misalkan T, (n > 0) adalah waktu pelayanan
kepada pelanggan ke-n, sehingga barisan {T,}, n > 0 merupakan barisan dari waktu pelayanan
yang saling asing dan saling bebas. Ambil T; yang merupakan waktu pelayanan kepada
pelanggan pertama. Akan ditunjukkan bahwa T, berdistribusi eksponensial.

Jika t < T; maka banyaknya pelayanan pada waktu t adalah nol, artinya
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Pn(T, > t) = P (tidak ada pelayanan selama waktu t) = Py(t) (37)
Berdasarkan Persamaan (28), Pn(t) = e* dengan p menyatakan laju pelayanan rata-rata,
maka fungsi distribusi kumulatif dari T, dengan t > 0 adalah
FO) =P(Ti<t)=1-P(Ty>t)=1-Py(t)=1—-e™ (38)
Berdasarkan Definisi 6, Persamaan (38) merupakan fungsi distribusi kumulatif dari
distribusi eksponensial. Sehingga fungsi densitas peluang dari T, untuk t > 0 adalah

(t) = dF(‘) = et (39)

Berdasarkan Definisi 5, T; merupakan peubah acak yang berdistribusi eksponensial dengan
parameter . Sesuai dengan asumsi bahwa barisan waktu pelayanan pada sistem antrian adalah
saling bebas, maka pembuktian di atas juga berlaku untuk {T,}, n > 0. Jadi, terbukti bahwa
waktu pelayanan berdistribusi eksponensial.

F. Proses Kedatangan dan Kepergian Steady State

Kondisi steady state yaitu keadaan sistem yang tidak tergantung pada keadaan awal
maupun waktu yang telah dilalui. Jika suatu sistem antrian telah mencapai kondisi steady state
maka peluang terdapat n pelanggan dalam sistem pada waktu t (P(t)) tidak tergantung pada

waktu. Kondisi steady state terjadi ketika % =0 dan limP,(t)=F,, sehingga P,(t) = P

untuk semua t, artinya P, tidak tergantung pada waktu.
Proses kedatangan dan kepergian pada Subbab sebelumnya menghasilkan Persamaan (2)
dan Persamaan (4). Dalam kondisi steady state, Persamaan (2) dan Persamaan (4)

disubstitusikan dengan % =0 dan Py(t) = P,, sehingga diperoleh

_(ﬂ’n+:un)P _ﬂ'n—l P_, n>0

A aPy = (A + 14,)Py + py4Pryy N> 0 " " i
0 — { len_l ( nP /un) n /un+l n+l n_o atau :un+1 /un+l (40)
I L LN - Plzﬁpo
H
Untuk n =1, maka p,=A*#4)p ‘4 p (41)
Hy Hy

Selanjutnya Persamaan (40) dengan n = 0 disubstitusikan ke Persamaan (41), sehingga
diperoleh

pZZMﬁpo_ﬁpoz Mpo_ﬁpoz Ai_ﬂop0 (42)
ILIZ ﬂz /LIQM /’12 lLlZILL.L
Untuk n = 2, maka p, =2 *#)p _Ap (43)
Hs ,Us

Jika Persamaan (42) dan Persamaan (40) dengan n = 0 disubstitusikan ke Persamaan (43),
diperoleh
%zﬂaﬂtzﬁpo_iﬁpoz ﬂqﬂq%+ﬂzﬂiﬂopo_ﬂlﬂo p= LA P (44)
Hy oty H Hhy Moty Hath oty
Akan dibuktikan menggunakan induksi matematika bahwa peluang terdapat n pelanggan
dalam keadaan steady state Pn(t) adalah sebagai berikut.
P —M”—M’OP =P —1 45
Mol - Yy 1:[ H; ( )
Langkah-langkah pembuktian dari Persamaan (45) adalah sebagai berikut.
1. Telah dibuktikan pada Persamaan (42) bahwa Persamaan (45) berlaku untuk n = 1.

2. Diasumsikan bahwa untuk n = k, maka Py 41 = MPO.
Hialy - Hy

3. Akan dibuktikan bahwa Persamaan (45) berlaku untuk n =k + 1.

Berdasarkan Persamaan (40), untuk n = k + 1 maka
Pk+ (//{1(+l+ﬂk+l) k L= ﬂk Pk — (/1k+l+ll“lk+l) ﬂkﬂ'k—l ﬂf) PO _ Ak /’{'k—lﬁ'k—z AO PO
) : Hyio ) Ml - My Mo My - My
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= Aahdos Atk Ao p - Adahey Ay 5o Aok A
Mot by - ’ Mooty - ’ Mo by - By ’
Terbukti Persamaan (45) berlaku untuk n = k + 1. Jadi, Persamaan (45) menyatakan
peluang terdapat n pelanggan dalam keadaan steady state (P,), n > 0.
Selanjutnya akan dicari P, yang merupakan peluang steady state terdapat nol pelanggan
dalam suatu sistem antrian.
Berdasarkan Definisi 2, P(S) = 1, dengan S adalah jumlah total suatu peluang. Dapat ditulis

iPn =1, sehingga ipﬂ ~1= PO+ZOOZMPO
n=0 =0

n=t Hnthy -ty
Dengan demikian, diperoleh P, =—— ! (46)
143 Ao sl o A
n=1 /un:un—l lul
Jadi, probabilitas terdapat n pelanggan dalam keadaan steady state (P,,), n > 0 adalah
P, = taths -l P = Poﬁﬁ dengan P, = — L (47)
HoHooy - Hh i-1 M l+zﬂ”*11”*2 e Ay
n=1 /un/un—l lul

G. Model Antrian (M /M /c): (FCFS /o/w)

Model Antrian (M/M/c):(FCFS/o/w) merupakan salah satu model antrian yang
penotasiannya berdasarkan pada notasi Kendall-Lee. Pada model antrian ini, M menyatakan
kedatangan dan kepergian berdistribusi Poisson, ekuivalen dengan waktu antar kedatangan dan
waktu pelayanan berdistribusi eksponensial, ¢ menyatakan jumlah channel pelayanan, disiplin
pelayanan FCFS, kapasitas sistem tak terbatas, dan ukuran sumber pemanggilan tak terbatas.

Model antrian (M/M/c):(FCFS/o/x) mempunyai kedatangan berdistribusi Poisson dan
waktu pelayanan berdistribusi eksponensial. Oleh karena itu, proses dalam sistem ini sesuai
dengan proses kelahiran dan kematian (birth death processes) yang telah dibahas pada Subbab
sebelumnya. Sehingga A, = 4, vn>0, artinya laju kedatangan selalu konstan dan tidak
tergantung pada banyaknya pelanggan yang berada dalam sistem.

Jumlah channel pelayanan pada sistem antrian (M /M /c):(FCFS/«/x) adalah ¢ pelayan.

Jika jumlah pelanggan yang berada dalam sistem adalah n (n > ¢) maka sebanyak ¢ pelayan
berada dalam kondisi sibuk dengan laju pelayanan per pelayan adalah x. Sehingga laju
pelayanan rata-rata seluruh pelayan ur = cu. Namun, jika jumlah pelanggan yang berada dalam
sistem adalah sebanyak n (n <c¢) maka sebanyak n (n < ¢) pelayan berada dalam kondisi sibuk.
Sehingga laju pelayanan rata-rata seluruh pelayan adalah ur = nu. Secara umum dapat ditulis
sebagai berikut.

dn =7, ¥N20 (48)
_jeu, 0<sn<c
M_{n,u, n>c (49)

Berdasarkan Persamaan (48) dan Persamaan (49), proses kedatangan dan kepergian pada
model antrian (M /M /c): (FCFS /«/x) dapat disajikan pada Gambar 7.

A A A A
E § i\ /Gg S
M ou Cu CH
Gambar 7
Proses kedatangan dan kepergian pada model (M /M /c): (FCFS /oo/ )

Probabilitas terdapat n pelanggan dalam sistem antrian sederhana pada keadaan steady state
menghasilkan  Persamaan (45) dan Persamaan (46). Pada model antrian
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(M/M/c): (FCFS/«/x), probabilitas steady state terdapat n, n > 0 pelanggan dapat diperoleh

dengan mensubstitusikan Persamaan (48) dan Persamaan .49) ke Persamaan (45), maka
Untuk 0 < n <c, diperoleh

Pn = POHE: ﬁi @PO: ii iPO: l(ij Po (50)
VY R T M2u  nu n!\ u

untuk n > ¢, diperoleh P, = POH£= ol Aok ks | P,

i-1 4 H M He Moy Heio Hq

=Ny Hr=Cp
SAA AAA Ap 1 (i 1)
H2u  cucucu Ccu clc U
_

sebanyak (n—c)
Po yang merupakan probabilitas terdapat nol pelanggan dalam keadaan steady state dapat
diperoleh dengan mensubstitusikan Persamaan (48) dan Persamaan (49) ke Persamaan (46).

— -1
P, = 1 _ 1+°izn_lzn_2 Ay +izn_1zn_2 /10}
l+iﬂ“n—l/1n—2 Ay L on=t Mg o By onec Mol o By
0 ok e b
-1
c-1 1 n © n
=12l s el s
o N u —clc Y7,
. A c-1 pn 0 pn -1 c-1 pn ,Oc o D n—c !
Misal, ==p, maka Py = | Y =+ — | =D+ E (52)
7 “~n! “=clc"* ~n! cl&\c

Berdasarkan Definisi 8, Persamaan (52) menjadi

-1

Po=|> £+ P dengan §<1 (53)

o N’ c!(l—pj
C

Berdasarkan uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa probabilitas steady state terdapat n
(n > 0) pelanggan pada model antrian (M /M /c): (FCFS /w/x) adalah

%(iJ P, O<n<c
P,=, (54)

1H (i] P, nxc
clc Y7,

c-1 n C
Dengan P, = Z%+ P P (55)
n=0

(-7 ¢

Probabilitas dalam keadaan steady state ini akan digunakan dalam menentukan ukuran
keefektifan sistem.

-1

H. Ukuran Keefektifan Model Antrian (M /M /c): (FCFS /o/ )
Definisi 2.10. Jika S(x) adalah jumlah sebuah deret pangkat pada interval | = {x | -1 <x < 1}

sehingga S(x) = ix“ =1+x+x +x>+...dengan x berada pada interval | tersebut, maka

=0
dixn
dS00 _ 5" - $ = S e
2, 2

dx dx -1

berlaku

Definisi 2.11. Banyaknya pelanggan dalam sistem antrian adalah hasil penjumlahan antara
banyaknya pelanggan dalam antrian dan banyaknya pelanggan yang sedang dalam proses
pelayanan.
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Definisi 2.12. Waktu menunggu dalam sistem antrian adalah jumlah antara waktu menunggu
dalam antrian dan waktu pelayanan.

Ukuran keefektifan sistem antrian (M/M/c):(FCFS/x/x) dapat ditentukan dengan
menggunakan probabilitas steady state terdapat n, n > 0 palanggan yang berada dalam sistem
(Pn) pada Persamaan (54) dan Persamaan (55). Ukuran keefektifan sistem ini digunakan untuk
menganalisis situasi sistem antrian dengan tujuan untuk merancang sistem yang optimal.
Ukuran keefektifan sistem dalam kondisi steady state meliputi ekspektasi jumlah pelanggan
dalam antrian (L), ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem (L), ekspektasi waktu
menunggu dalam antrian (W), ekspektasi waktu menunggu dalam sistem (Ws), dan ekspektasi
jumlah pelayan yang sibuk (c).

1. Ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian (L)

Berdasarkan Definisi 11, banyaknya pelanggan dalam antrian adalah selisih antara
banyaknya pelanggan dalam sistem antrian dan banyaknya pelanggan yang sedang dalam
proses pelayanan. Jika banyaknya pelanggan dalam sistem adalah n dan banyaknya pelanggan
yang sedang dalam proses pelayanan adalah sebanyak jumlah pelayannya, yaitu ¢ maka
ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian (L) adalah sebagai berikut.

Lq = ian = i(n—c)Pn (56)
Jika Persamaan (54) disubstitusikan ke Persamaan (56) maka diperoleh

& 1 (A . _ p°P & o\
o= 3 0-0) (;} P, = c!°§(”‘c)(3]

_ pc+1PO © ~ (B)ncl _ pc+1P0 d o [Ejn—c 57
clc é(” ) c clc d(’oj“z—; c (57)
c

Menurut Definisi 8, Persamaan (57) menjadi

c+l 2

_ pc+l PO d 1 B _ pc+l PO 1 _ p C

1

Lo cle ¢t e 2 (c-ic? 7F

! d(/’j -~ ! (1_/?) -1ic (c-p)
C C c

Dengan demikian, ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian (L,) adalah

_ pc+1PO
(c-1)!(c-p)

Lq >, dengan p:i (58)
y7]
2. Ekspektasi waktu menunggu dalam antrian (W)

Sebelum membahas lebih lanjut, berikut diberikan rumus Little yang menyatakan hubungan
antara L dan W; serta L, dan W,

I—s = j«eff\Ns (59)

Ly = AertWq (60)

dengan ¢ merupakan laju kedatangan efektif dalam sistem dan dinyatakan dengan

}Lef‘f = i/ln Pn (61)
n=0

Waktu menunggu dalam suatu antrian artinya waktu yang diperlukan oleh seorang
pelanggan sejak memasuki antrian hingga mendapat pelayanan, namun tidak termasuk waktu
pelayanan. Ekspektasi waktu menunggu dapat ditentukan dengan menggunakan rumus Little
pada Persamaan (59).

Berdasarkan Persamaan (48), pada model antrian (M /M/c):(FCFS/w/x) berlaku 4, = 4,

vn>0, sehingga diperoleh laju kedatangan efektif sebagai berikut.
Gt = S AP = Y AP = AP, =A1=4 (62)
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Sehingga, Persamaan (59) menjadi W, = % (63)

Jika Persamaan (58) disubstitusikan ke Persamaan (63) maka didapatkan ekspektasi waktu
menunggu dalam antrian sebagai berikut.

pC+1P0
_ (c—l)!(c—,o)2 _ PP A
W, = = 2 , p=— 64
! A c-Diu(c—p) " u (64)

3. Ekspektasi waktu menunggu dalam sistem (W)

Waktu menunggu dalam sistem antrian artinya waktu yang diperlukan oleh seorang
pelanggan sejak memasuki antrian hingga pelayanan yang diberikan kepadanya selesai.
Berdasarkan Definisi 12, dapat dinyatakan persamaan berikut.

Waktu menunggu waktu menunggu
dalam sistem = dalam antrian +  waktu pelayanan

Jika laju pelayanan per satuan waktu adalah p maka waktu pelayanan untuk seorang
pelanggan adalah L satuan waktu. Sehingga persamaan di atas menjadi
Y7,

Wo=w, + 1 (65)
Y7,
Selanjutnya Persamaan (64) disubstitusikan ke Persamaan (65), maka diperoleh ekspektasi

waktu menunggu dalam sistem antrian sebagai berikut.

we=— £h .1 . 4 66
Cc-Du(c—p) # " a (66)

4. Ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem (L)

Berdasarkan Definisi 11, banyaknya pelanggan dalam sistem artinya hasil penjumlahan
antara banyaknya pelanggan dalam antrian dan banyaknya pelanggan yang sedang dalam
proses pelayanan. Ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem dapat ditentukan dengan
menggunakan rumus Little pada Persamaan (60).

Berdasarkan Persamaan (62), diperoleh L = AW (67)

Jika Persamaan (66) disubstitusikan ke Persamaan (67) maka diperoleh ekspektasi jumlah
pelanggan dalam sistem sebagai berikut.

L,=A1 el +i = AR +i
C-Dlu(c-p) #) C-Diu(c-p) H
2 p
0 c+1
= H i = P PO —i (68)

= 4 -
(C—l)!(C—p)z U r (C—l)!(c—p)2 P U
Jika Persamaan (58) disubtitusi ke Persamaan (68) maka diperoleh hubungan antara L, dan

L sebagai berikut, Ls =p + Lg, p= 4 (69)
U

5. Ekspektasi jumlah pelayan yang sibuk (c)

Banyaknya pelayan yang sibuk adalah selisih antara banyaknya pelanggan yang berada
dalam sistem dan banyaknya pelanggan yang berada dalam antrian. Dengan demikian,

banyaknya pelayan yang sibuk adalah ¢ = L - L, (70)
Jika Persamaan (69) disubstitusikan ke Persamaan (70) maka diperoleh
-_  _ A
c=p=t (71)
y7j

Sedangkan persentase pemanfaatan suatu sarana pelayanan dengan c¢ channel pelayanan
adalah sebagai berikut.
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Persentase pemanfaatan = %xlOO% = icxloO% (72)

U
Jika ekspektasi jumlah pelayan yang sibuk dinyatakan dengan Persamaan (71) maka
ekspektasi jumlah pelayan yang menganggur atau tidak sedang melayani pelanggan adalah
banyaknya pelayan dikurangi jumlah pelayan yang sibuk dan dapat dinyatakan sebagai berikut.

Pelayan yang menganggur (kosong) =c—c =c¢— 4 (73)

y7,
Akibatnya, persentase waktu kosong para pelayan atau sarana pelayanan yakni sebagai

berikut.

_ ot
X = $7C100% = —# x100%
C C
_ A _ o) A
= |1-Z |x100% = | 1-£ |x100%, dengan p=Z (74)
Cu c u

I. Model Tingkat Aspirasi

Model keputusan antrian merupakan suatu model yang bertujuan meminimumkan biaya
total yang berkaitan dengan suatu sistem antrian. Oleh karena itu, keputusan yang diambil
melalui model keputusan ini diharapkan dapat diterapkan dan mampu mengoptimalkan sistem
antrian tersebut.

Sifat dari situasi antrian mempengaruhi pemilihan model keputusan yang akan digunakan.
Oleh karena itu, situasi antrian dapat digolongkan ke dalam tiga kategori berikut.

1. Sistem manusia, yaitu sistem antrian yang pelanggan dan pelayannya manusia. Misalnya:
sistem antrian di Bank.

2. Sistem semiotomatis, yaitu sistem antrian yang pelanggan atau pelayannya manusia.
Misalnya: sistem pelayanan ATM (Automatic Teller Machine), dengan pelanggan manusia
dan pelayan berupa ATM.

3. Sistem otomatis, yaitu sistem antrian yang pelanggan dan pelayannya bukan manusia.
Misalnya: data yang menunggu diolah oleh suatu program komputer, dengan pelanggan
berupa data dan pelayan berupa program.

Ada dua macam model keputusan antrian yang dapat digunakan untuk mengoptimalkan
suatu sistem antrian, yaitu model biaya dan model tingkat aspirasi. Model biaya dapat dipilih
untuk mengoptimalkan sistem dengan memperkirakan parameter-parameter biaya terlebih
dahulu. Semakin tepat penentuan parameter-parameter biaya, semakin optimal rancangan
sarana pelayanan yang dihasilkan. Namun, tidak semua parameter biaya dalam sistem antrian
dapat diperkirakan dengan mudah, misalnya biaya menunggu pelanggan pada suatu bank.

Model tingkat aspirasi merupakan suatu model yang bertujuan menyeimbangkan aspirasi
pelanggan dan pelayan dalam suatu sistem antrian. Model ini secara langsung memanfaatkan
karakteristik yang terdapat dalam sistem dengan tujuan merancang sistem antrian yang
optimal. Optimalitas dicapai jika tingkat aspirasi pelanggan dan pelayan dipenuhi. Tingkat
aspirasi yaitu batas atas dari nilai-nilai yang saling bertentangan, yang ditentukan oleh
pengambil keputusan.

Penerapan model tingkat aspirasi untuk menentukan jumlah pelayan ¢ yang optimum
memiliki dua parameter yang bertentangan yaitu:

1. ekspektasi waktu menunggu dalam sistem (W;), sebagai aspirasi pelanggan,

2. persentase waktu kosong para pelayan (X), sebagai aspirasi pelayan.

Berdasarkan parameter W dan X yang saling bertentangan, jumlah pelayan c telah optimum
Jika memenuhi persyaratan berikut.

W; <a (75)

dan X<p (76)

Dengan « : batas atas dari W

[ . batas atas dari X
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Penyelesaian masalah ini juga dapat ditentukan dengan cara menggambar W; dan X sebagai
fungsi dari ¢ seperti ditunjukkan pada Gambar 8.

Interval nilai ¢
A yang diterima A

Wi i X X

a
/T ad—

0 c —
Gambar 8 Interval nilai ¢ yang diterima
Dengan menempatkan o dan £ pada grafik, dapat ditentukan kisaran ¢ optimal yang
memenuhi kedua batasan tersebut. Jika Persamaan (75) dan Persamaan (76) tidak dipenuhi
secara simultan maka salah satu atau kedua batasan perlu dilonggarkan sebelum keputusan
diambil.
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Teori Pendukung

Akan dicari peluang terdapat n pelanggan dalam suatu sistem antrian pada saat t. Namun
sebelumnya, diberikan beberapa definisi yang akan digunakan pada pembahasan selanjutnya.
Definisi 1. Kejadian A, A, ..., A dikatakan kejadian-kejadian yang saling asing jika
A,ﬂAJ:Q,I;éj

Definisi 2. Pada sebuah percobaan, A;, Ay, As,... adalah kejadian-kejadian yang mungkin pada
ruang sampel S. Fungsi peluang merupakan fungsi yang mengawankan setiap kejadian A
dengan bilangan real P(A) dan P(A) disebut peluang kejadian A jika memenuhi ketentuan
berikut. P(A) > 0; 2. P(S) = 1, 3. Jika A, A,, A, ... adalah kejadian-kejadian yang saling asing
maka P(A UA UA U..)=P(A)+P(A)+P(A)+..

Definisi 3. Kejadian A dan B dikatakan saling bebas jika dan hanya jika P(4 N B) = P(A)P(B).
Jika kejadian A dan B tidak memenuhi kondisi tersebut maka disebut kejadian bergantung.

Definisi 4. Suatu variabel acak diskret T dikatakan berdistribusi Poisson dengan parameter
/Ike_/l

k!
Definisi 5. Suatu variabel acak kontinu T dikatakan berdistribusi eksponensial dengan
parameter A > 0 jika mempunyai fungsi densitas peluang berbentuk

(2™, (t=0)
f(t)_{o,(t<o)_

A > 0 jika mempunyai fungsi densitas peluang berbentuk P(T = Kk) = dengan £ >0.

Definisi 6. Suatu variabel acak kontinu T berdistribusi eksponensial dengan parameter 4 > 0
jika fungsi distribusi kumulatifnya yaitu

1-e*t>0
P(T<t)= {O o

Definisi 7. Turunan fungsi f adalah fungsi /” yang nilainya pada sebarang bilangan t adalah

f'(t)=Ilim f(HAAti_ ) , asal nilai limitnya ada.

At—0

Definisi 8. Jika 0 < x < 1 maka iax“’l =1i, dengan n # 0.
n=1 X

Definisi 9. Persamaan differensial orde | yang dapat dinyatakan sebagai %+ P(x)y =Q(x)

disebut persamaan differensial linear dan mempunyai penyelesaian:
y= Ce—IP(x)dx +e—IP(x)deQ(X)eIP(x)dde .



