Tekun dan Teliti adalah Kunci Keberhasilan Anda

PEMROGRAMAN LINEAR

Pandang bagan Riset Operasi berikut:
TSP
MP
Transs
Transp Network PD

PL PNL

PBB

Program Linear (PL) merupakan bagian dari riset operasi (RO) yang merupakan kumpulan metode
penyelesaian masalah-masalah nyata secara matematis.

Masalah PL
Secara umum masalah PL seperti juga masalah-masalah yang ada pada RO merupakan masalah
optimisasi.
Masalah Optimisasi:
e Tanpa kendala, contoh: tentukan nilai f (X) = x* +3x+ 2 untuk x = 5.
e Dengan kendala:
» Kendala persamaan
» Kendala pertidaksamaan.
Masalah PL adalah masalah optimisasi dengan kendala pertidaksamaan. Optimum yang dimaksud
adalah maksimum atau minimum.

Formulasi masalah PL
Memaksimumkan / meminimumkan

f (X, X000, X, )=C % +Co X,y +...+C, X, (1)
terhadap kendala

a; X +a,X, +...+a,X, (5,=2>)b,

Ay Xy + 85X, +...+8,,X, ($,=,2)b, 2

Ay X, +8,,X, +...+ 8, X, (S,=2)b,, .
X 20,x,20,...,x, 20. 3)
Keterangan:
(1) Disebut dengan fungsi tujuan / fungsi sasaran.

(2) Disebut dengan kendala utama.
(3) Disebut dengan kendala non negatif / kendala tanda.

a; 4, - 4, bl Xy

a a - a _ |b X
Jka A= 2 "2 T eT =, ¢, - ocib= 7 x=|"2],

aml am2 a'mn bm Xm
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maka formulasi PL tersebut dapat dinyatakan dengan:
Memaksimumkan / meminimumkan f (X)=¢'X

terhadap kendala AX(<,=,>)b, X >0.
Jika A= [aij men maka formulasi PL nya juga dapat dinyatakan dengan:

n
Memaksimumkan / meminimumkan f (x;) = Zijj
j=1

terhadap kendala »_a;X; (<,=>)b;, Vi=12,...,m.
=

X; 20, Vj=12,...,n,
dengan c; adalah cost unit / unit biaya
X; adalah variabel masalah
b, adalah batasan masalah

a;; adalah elemen-elemen matriks A .
Formulasi PL disebut juga dengan model matematis masalah PL.

Penyelesaian masalah PL :

e Metode Grafik
Metode Simpleks
Metode Titik Interior
Metode Karmarkar
Dsb.

Penyelesaian PL Metode Grafik

Penyelesaian PL dengan metode grafik dapat dilakukan dengan cara:
e Garis selidik
e Titik Sudut
e Gradien

Istilah-istilah penting:

e Setengah bidang tertutup, yaitu daerah yang diperoleh dari kendala utama dan kendala non
negatif.

e Setengah bidang tertutup adalah daerah yang konveks, yaitu setiap garis yang diperoleh dari 2

titik pada setengah bidang tertutup, titik-titik pada garis tersebut berada pada setengah bidang

tertutup tersebut.

Irisan setengah bidang tertutup menghasilkan daerah yang konveks.

Irisan semua setengah bidang tertutup disebut dengan daerah layak.

Titik-titik di dalam daerah layak disebut dengan titik layak.

Titik-titik layak adalah titik-titik yang memenuhi semua kendala, disebut dengan penyelesaian

layak (pl).

e Penyelesaian layak yang memenuhi fungsi tujuan disebut dengan penyelesaian layak basis (plb).

Latihan: Gambarkan grafik dari fungsi-fungsi berikut dan tentukan daerah yang memenuhi persamaan
tersebut.

1. 2x+5y<10
2. 4Ax+2y=>12
3. x>0
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4. y=>0.

lustrasi:
Diberikan masalah PL sebagai berikut:

Memaksimumkan f(X,y) =c,X+C,Y
terhadap kendala a,,x+a,,y <b,
X +a,Yy <b,
85X +a5,y <b,
x>0,y >0.

Langkah-langkah penyelesaian dengan metode grafik.
1. Menggambarkan semua setengah bidang tertutup.

Nu

N

v

T~

Menentukan irisan semua setengah bidang tertutup, yaitu daerah OABCD.

3. Menentukan koordinat titik-titik sudut irisan semua setengah bidang tertutup.
o Titik O adalah titik potong sumbu koordinat X dan sumbu koordinat Y.
o Titik A adalah titik potong garis a,,X +a,,y < b, dengan sumbu X.

e Titik B adalah titik potong garis a,,X+a,,y <b, dan a,,x+a,,y <b,
o Titik C adalah titik potong garis a,,Xx+a,,y <b, dan a,;x+a,,y<bh,
e Titik D adalah titik potong garis a,,X+a,,y <b, dan sumbu Y.

4. Menentukan plb dan nilai optimum f(Xx,y) =c,Xx+C,Yy

e Dengan garis selidik
o Dengan penelusuran titik-titik sudut
o Dengan gradien garis

5. Kesimpulan.

Metode Garis Selidik

Adalah metode mencari plb atau (X, y) yang menyebabkan f (x,y) optimal.
Metode ini adalah metode yang berusaha mencari nilai k = f(X,y) sedemikian sehingga garis

C,X+C,y =K menyentuh titik-titik terluar daerah layaknya, dan memberikan nilai optimal. Maka
k = (X, y) ini menjadi solusi masalah PL dengan (X, y) adalah plb nya.

Dengan mengambil nilai-nilai k € R sehingga

c
cx+c,y=k,k eR=>m=--=

C,
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c
cXx+c,y=Kk,, k, eR, k, zk, =>m=-=
CZ

c
cX+c,y=k;, k;eR, k, 2k, zk, > m=—-—=+
CZ
Gradien ke-3 garis tersebut sama, maka garis-garis tersebut adalah garis-garis sejajar dengan arah
pergeseran garis menuju ke daerah terluar daerah layak hingga bertemu dengan titik-titik plb.
Jika c;X+cC,y =Kk memotong daerah terluar daerah layak tepat pada satu titik maka penyelesaian
tunggal. Namun jika C,X+C,y =Kk menghimpit suatu sisi terluar daerah layak maka masalah PL

mempunyai banyak solusi.

Contoh:
1. Tentukan nilai maksimal fungsi f (x,y)=Xx+2y.

Terhadap kendala x+y <3
2X+7y<8
x>0, y>0.

Dan tentukan pula daerah layak basisnya.

Penyelesaian:

Daerah layak adalah OABC.
Ambil k; =15 x+2y =1 (belum bertemu titik terluar)

Ambil k, =25 X+2y =2 (belum bertemu titik terluar)
Ambil kK, =35 x+2y =3 (belum bertemu titik terluar)

Ternyata penggeseran garis selidik dengan k semakin besar menyebabkan garis memotong titik B
pada daerah layak, sehingga titik optimal ada pada B yang merupakan perpotongan garis X+2y =3
dengan 2x+7y =8.

Mencari B :
X+ y=3
2X+7y=8

—-5y=-2
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-2 i _13
y—é dan diperoleh X = A

Sehingga titik layak basisnya adalah (X, y):(l%,%) dengan fopt:1%+%:1%. DkI.
ke =17¢.

Contoh 2: Tentukan nilai maksimal fungsi f (X, y) =2x+3y.
terhadap kendala x+2y <8
4x+y <5
X<3
x>0, y>0.

Contoh 3: Tentukan nilai maksimal fungsi f (X, y) =6x+2y.
terhadap kendala x —y <2
X+2y<8
3X+y<9
x>0, y>0.

Penyelesaian Masalah PL menggunakan Titik-titik Sudut Daerah Layak

Titik-titik sudut daerah layak adalah titik-titik yang merupakan titik perpotongan 2 garis kendala dan
memenuhi semua ketaksamaan linear yang menjadi kendala masalah PL tersebut.

Sehingga titik-titik sudut tersebut juga merupakan titik layak. Pada metode grafik, plb diperoleh dari
perpotongan antara garis selidik dengan daerah layak terluar (merupakan titik sudut).

Sehingga penentuan plb dengan menggunakan titik-titik sudut daerah layaknya juga dapat dilakukan.
Jika titik sudut yang menjadi titik optimal hanya satu titik, maka plb tunggal, jika ada 2 titik sudut,
maka banyak solusi, mengapa?

Langkah-langkah:
1. Gambarkan semua setengah daerah tertutupnya.
2. Tentukan daerah layaknya.
3. Tentukan koordinat titik-titik sudutnya.
4. Tentukan nilai optimumnya dengan tabel berikut;
Titik Sudut Fungsi Tujuan

Untuk Latihan
1. Mencari nilai minimum fungsi f(X,y) = x+2y

terhadap kendala: —x+y <1
3X+2y=>6
X+4y >4
x>0, y>0.
2. Memaksimumkan fungsi f(x,y)=3x+y
terhadap kendala: —x+y <-2
6X+2y <9
—X—2y>-8
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x>0, y>0.
3. Memaksimumkan f(X,y)=10x+7y
terhadap kendala: 4x +3y >12
12x +8y <96
—X—2y>-8
x>0, y>0.

Contoh: Dari Contoh 1.

Daerah layaknya adalah OABC.

Titik O koordinatnya (0,0)

Titik A koordinatnya merupakan perpotongan X+ Yy =3 dengan sumbu X atau y =0 sehingga
koordinatnya (3,0).

Titik C koordinatnya merupakan perpotongan 2x+7Yy =8 dengan sumbu Y atau x =0 sehingga

koordinatnya (0, gj

Titik B merupakan perpotongan x+ Yy =3 dengan 2x+7y =8

X+ y=3
2X+7y=8
-5y=-2

-2 i _13
y—A dan diperoleh X = A

Jadi koordinat B adalah (X, y) = (1% : %)
Tabel titik sudut

Titik sudut f(x,y)=x+2y
0(0,0) f(0,00=0+20=0
A(3,0) f(30)=3+20=3

B134.24) | 1134.24)=135+2.25 =177 =32, -
clo.87) t(0.8)=0+2.80 =16/ -22/

Jadi f,, :1% pada B(l%%) sebagai plbnya.

Latihan:
Selesaikan masalah PL pada contoh-contoh dan latihan sebelumnya dengan metode titik-titik sudut
daerah layak.

Contoh: Tentukan minimum nilai 2P —Q bila P dan Q harus memenuhi P+Q<6; —-P+Q <3;
3P+Q>6;3P+4Q>12; Q>1; P>0,Q=>0.

PL Bilangan Bulat dengan Metode Grafik

Diberikan masalah PL:
Menentukan nilai optimal f(X,y)=c,x+¢C,Y

terhadap kendala a,,x +a,,y <b,
a,X+a,y=<bh,
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az X+asy <h,
x>0,y >0 ,xdany bil bulat.

Langkah-langkah penyelesaian:
1. Selesaikan masalah PL hingga diperoleh titik layak basis, seperti pada masalah PL metode
geometri biasa.
2. Jika titik layak basis (tlb) (x,y)* bilangan bulat, masalah selesai. Jika tlb bukan bilangan
bulat, maka tentukan 2 titik lantai dan 2 titik langit-langit sebagai berikut, untuk koordinat
(X, y)*= (%, + &, Yy, + ) maka bentuklah suatu persegi seperti pada gambar berikut

(XO’ yO +1) (XO +1’ yO +1)

(X +a, Y, + )

(X5 Yo) (X0 +1,Y,)

3. Setelah itu titik-titik sudut daerah persegi tersebut dimasukkan ke dalam fungsi tujuan dan
tentukan yang memberi nilai optimal.

Contoh: Dari Contoh 1. Jika pada Contoh 1, masalah PL disyaratkan x dan y harus bilangan bulat
maka: diperoleh tlb adalah B(l% , %) . Koordinat (X, +a,Y, + )= (2 + 35 0+ %) , maka

B,=(20+1)=(21) B,=(2+10+1)=(32)

(2+%,0+%)

B, =(2,0) B, = (2+1,0) = (30)
Tabel titik sudut:

Titik sudut f(x,y)=x+2y :\n/leerT:r?Sr?ii / tidak
B,(2,0) f(20)=2+20=2 Memenuhi
B,(3,0) f(30)=3+20=3 . Memenuhi
B3(3,1) f(3, )=3+ 21=3+2=5 Tidak memenubhi

B,(21) f(21)=2+21=2+2=4 Tidak memenuhi

Catatan: * menunjukkan nilai f terbesar dengan (X, y) memenuhi kendala-kendala.
Kesimpulan: f, , =3 dengan plb bilangan bulat pada B, (3,0) :
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Penyelesaian Masalah PL dengan Metode Simpleks

Masalah PL;

Mengoptimumkan f(x;) = "¢,x;
i1

Terhadap kendala )" a; X;(<,=>);,, i=12,...,m (1)

=1

X; >0, Vj=12,...,n

Masalah PL tersebut merupakan generalisasi dari masalah PL metode geometri.

Persamaan (1) dapat dinyatakan sebagai:

Mengoptimumkan f(X,, X,,...,X,) =C;X; +C,X, +...+C X,

Terhadap kendala
A Xy 3%, +...+ X, (S’ = Zl)l
8y, X, +8pX, +...+ 3, X, (S,=,2)b,

: )
A, X +a,,X ...+ a3, X (<=2,
X 20,X%,20,...,x,20.

Ada m kendala dan n variabel.

dari (2), kendala teknisnya dapat dinyatakan sebagai perkalian matriks
AX(<,=,>)b dan f(X)=C'X,

dengan
a; a, - X b1
a a <o a X _ |b

A= E L T Lx=| b= T e =l o C,]
aml am2 amn Xn bm

Pada metode geometri:
1. Setiap kendala teknis merupakan bidang hyper yang konveks.
2. Irisannya menghasilkan daerah layak yang konveks.
3. Diperoleh plb merupakan titik pada batas-batas luar daerah layak tersebut.

Pada 1 dan 2 denngan metode simpleks memakai prinsip-prinsip tersebut, yaitu mencari plb yang
merupakan titik-titik batas daerah layak.
Untuk mendapatkan titik-titik batas tersebut, maka KTL pada kendala teknis pada (1) dan (2) diubah
menjadi SPL, dengan menambahkan variabel baru yang mengetatkan atau melonggarkan kendala
dengan:

e Variabel slack, s,, yaitu variabel yang mengetatkan kendala bertanda <, sehingga menjadi
kendala persamaan.
Pada KTL : a X, +a,,X, +...+a,,X, <b,, ditambahkan variabel slack s, >0 sehingga
KTL menjadi PL berikut: a,,X; + a,,X, +...+a,,X, +S, =b,, s, menjadi variabel basis.

e Variabel surplus, t,, yaitu variabel yang melonggarkan kendala bertanda >, sehingga menjadi
kendala persamaan.
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Pada KTL : a,X, +8,,X, +...+a,,X, <Db,, ditambahkan variabel slack t, >0 sehingga
KTL menjadi PL berikut: a,; X, +a,,X, +...+a,X, =b, +t,,
Atau a, X, +a,,X, +...+a,X, —t, =Db,. (3)
e Variabel artifisial, q,, yaitu variabel yang membawa kendala berbentuk PL namun belum
memuat variabel basis.
Pada (3) ditambahkan variabel artifisial g, >0 sehingga PL menjadi:
auX, +a,%X, +...+a,X, —t, +0, =b,, q, menjadi variabel basis.
Memaksimalkan f (X, X,, X5, X,) =X, +2X, — X5 +3X,
Terhadap kendala 2Xx, + X, —X, <8
X, —2X, + X3 +2X, 210
—2X, — X, +2X; — X, <13
X, +3%X; =7
X 20, x,20, x;20,x,20.
Ubah kendala menjadi SPL dan tentukan matriks basisnya.

Bentuk Baku Masalah PL.
1. Maksimum Baku.

Memaksimumkan f (X, X,,...,X,) =C;X, +C,X, +...+C X,
terhadap kendala
a; X, +a,X, +...+a,X, <b

1n“*n

Ay Xy 85X, +...+ A, X, <D,

A X+, X, +...+ 8, X, b,

mn“'n

X 20, x,20,...,x,20.

2. Meminimumkan f(X;,X,,...,X,) =C;X +C,X, +...+C.X,
terhadap kendala
a; X, +apX, ...+, X, =b

1n“*n

Ay Xy + 85X, +... A, X, 2D,

A X, F X, +...+a,,X, =b,

mn“'n

X =20, x,20,...,x,20.

Penyelesaian ke-2 masalah tersebut dilakukan dengan merubah kendala teknis menjadi SPL dengan
menambahkan variabel slack, surplus dan artifisial.

Penyelesaian Maksimum Baku.
Menambahkan variabel slack s; >0, 1=12,...,m untuk setiap kendala ke-i, sehingga kendala
menjadi:

a X +a,X, +...+a,X, +S, =b

Ay X 8%, +...+8,,X, +S, =D,

n

*)
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Ay X, +a,,X, +...+a,,X, +S, =0,
X; 20, Vj=12,...,n, 520, Vi=12,...,m.

Fungsi tujuan menjadi: memaksimumkan

f(X, X500 X,151,S5,-.,Sy) = C X, +C,X, +...+C X, +0s, +0s, +...+0s
karena s;, Vi=12,...,m adalah variabel basis dengan s, >0, Vi=12,...,m dan agar nilai fungsi

tujuan tidak berubah, maka koefisien biaya (c;) untuk s, adalah nol, Vi =12,...,m.

Masalah PL dengan kendala (*) disebut masalah PL dalam bentuk kanonik. s,, Vi=12,...,m pada

(3) menjadi variabel basis yang nilai-nilainya tidak nol, sedangkan X;, Vj=12,...,n pada (3)
menjadi variabel non basis yang nilainya dinolkan, atau x; =0, Vj=12,...,n.
Akibatnya nilai awal fungsi tujuan menjadi:
f(X,%,,..,%,,5,S,,-.-,S,) = £(0,0,...,0,8,,5,,...,S,,) =0.
Dari solusi awal / plb awalnya adalah (X;, X,,...,X,,S;,S,,---,S,,) = (0,0,...,0,b,,b,,...,b.) .
Masalah PL bentuk kanonik dalam tabel simpleks diuraikan sebagai berikut:
Ci c c c 0 0
j 1 2 n 0 bi Ri
Ci |Xj i| X1 X2 Xn S, S, Sm
0 S1 ayg aqp c. gy 1 0 0 b, | Ry
S2 an a .. Ap 0 b, | R,
O Sm a-m]_ am2 cee amn O 0 cee l bm Rm
Zj Z Z, Z, cC; Cy ... C, Z
Zj-Cj | Z1C1 ZpC, ... ZyC, O 0 0 Z

Keterangan tabel :

X;, V] =12,...,n adalah variabel-variabel soal

a;; , Vi=12,....m, Vj=12,...,n adalah koefisien teknis
b, adalah nilai kanan . suku tetap, b, >0 Vi=12,...,m

C; adalah koefisien ongkos / biaya, Vj =12,...,n

X, , Vi=12,...,m adalah variabel basis pada bentuk kanonik

C, , Vi=12,...,m adalah koefisien ongkos dari X,

m
Z = ¢, (nilai fungsi sasaran / tujuan)
i=1
Z; —C; adalah selisih z; dengan c;, Vj=12,...,n

R, adalah rasio antara b, dengan a, , jika X, terpilih menjadi variabel basis.

Langkah-langkah algoritma simpleks:

1. Bentuk masalah PL menjadi bentuk kanoniknya (kendala menjadi SPL dan memuat variabel

basis).
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2. Susun tabel awal simpleksnya.
3. Uji keoptimumannya.
Tabel simpleks dikatakan optimum jika z; —c; 20 , Vj=212,....m+n . Nilai fungsi

tujuan ada pada baris ke-m+1 kolom b, dan plbnya adalah susunan nilai b, untuk variabel

basis dan nol untuk variabel non basis.
Jika masih terdapat z; —c; <0 , lanjutkan ke langkah 4.
4. Mengubah plb
Mengubah plb mempunyai makna mengganti suatu variabel basis (VB) dengan VB baru
dengan harapan VB baru tersebut akan mengoptimumkan fungsi tujuan.
Caranya:
a. Mencari variabel masuk (akan menjadi VB baru).

Variabel dengan z; —c; <0 terkecil akan terpilih menjadi variabel masuk, misal
z, —C, terkecil, maka X, menjadi variabel masuk.
b. Mencari variabel keluar (akan digantikan oleh variabel masuk).

Pada kolom koefisien X, , @, , tentukan rasio R, = —, a, > 0. Pilih R, terkecil, misal
ik
R,, maka s, menjadi variabel keluar.
Kemudian susun tabel baru, dengan susunan VB barunya adalah
$1:S51-++ 8141 X¢» S50+ -2 Sy » dan @, menjadi elemen pivot, dan pada kolom ke-k, a, harus

menjadi 1 dan @, =0 Vi =1|. Sehingga a, menjadi vektor basis baku baru, Vi =12,...,m .

Perubahan tersebut dilakukan dengan OBE dan berlaku untuk semua elemen pada baris yang
sesuai sehingga diperoleh tabel baru.
5. Lakukan langkah 3 dan 4 hingga optimum tercapai.

Tabel awal simpleks
Variabel masuk

Ci c c c 0 0 0
j 1 k n bl Ri
Ci [Xj i X1 Xk Xn S1 Sy Sm
0 Sy dq a1k a 1 0 0 b, R,
0 S d|q a |k an 0 1 0 b| R,
O Sm a-m]_ coe amk o amn O 0 cee 1 bm Rm
Zj Zq Zy Z, C, C, Ch
Z;j-Cj | 21C; ZyCx ... Zn,C, O 0 0
Variabel keluar z;,-¢c; <0 elemen pivot rasio
Terkecil terkecil
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Tabel baru
c c c c 0 0 0
j 1 k n b| Ri
Ci X X1 Xy Xn S S» Sm
0 S, 0
Cv | X« [aifaw .. 1 .. aplag 0 Yay ... 0 [by/ay
0 Sm 0
ZJ Ck
Zj-Cj 0
Keterangan:

B, adalah baris ke-i, Vi=12,...,m

B, " adalah baris ke-i pada tabel baru, Vi =12,...,m

B,' pada tabel diatas dengan menggunakan rumus OBE:

B,'=B, +(—a,)B,", dengan B," adalah baris ke-l yang kolom ke-k nya adalah elemen pivot.
B,'=B, +(-a,)B’

5<( 1)

BmI: Bm +(_amk)BI' :

Contoh 1: Selesaikan masalah PL berikut dengan metode simpleks
Memaksimumkan f (X, X,, X;) =5X, +3X, + 2X,
Terhadap kendala

4%, +5X, +2X; +X, <20

3X, +4X, —X; + X, <30

X =20, x,20, x,20, x,20.

Jawab:
Masalah PL tersebut merupakan masalah maksimum baku. Ubah kendala teknis menjadi SPL dengan

memasukkan variabel slack s, >0 pada kendala pertama dan S, >0 pada kendala kedua sebagai

berikut:
Kendala menjadi:

4X, +5X, +2X; +X, +8, =20

3X; +4X, =X, + X, +s, =30

X =20, x,20, x,20,x,20,s 20,5s,2>0.
SPL tersebut membawa masalah PL menjadi berbentuk kanonik dengan fungsi tujuannya menjadi:

f (X, Xy, %3,5,,S,) =5%, +3X, +2X; +0x, +0s, +0s, , dan s, , S, sebagai variabel
basis.
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Tabel simpleks awalnya adalah
Variabel masuk

c 5 3 2 0 0 0
J b i R i
Ci IXiNY| X3 X5 X3 X4 S S,
S 4 5 2 1 1 0 20 5
0 S, 3 4 -1 1 0 1 30 10
Zj 0 0 0 0 0 0
Zj-C; -5 -3 -2 0 0 0
Variabel keluar pivot
Buat tabel baru dengan a;;" diperoleh dengan OBE sebagai berikut:
B,'= ( 4)81
B,'=B, -3B,".
Sehingga tabel kedua simpleknya menjadi
C; 5 3 2 0 0 0
J b R;
Ci IXiN| X1 Xy X3 X4 S S,
X1 1 54 12 14 14 0 5
S, 0 1/4  -5/2 1/4 -3/4 1 15
Zj 5 25/4 5/2 5/4 5/4 0 25
Zj-Cj 0 13/4  1/2 5/4 5/4 0 25

Pada baris z; —c;, terlinat Z;,-C; 2 0, Vvj=12,...,6 , berarti tabel sudah optimal dengan nilai
optimal f =25.Plbnya: (X;,X,,Xs,X%,,S;,S,) =(5,0,0,0,015) .

Cek:  f(X.,X,,X%3,%,,5,,8,) =5%X, +3X, +2X; +0x, +0s, +0s, pada plb f  menjadi
f(5,0,0,0,015) =5.5+3.0+2.0+ 0.0+ 0.0+ 0.15 = 25. Jadi benar.

Contoh 2. Tentukan nilai maksimum fungsi f (X, X,,X;) = 2X, +8X, — X, terhadap kendala
X, —2X, +X; <4
—2X% + X, +3%X;, <3
X, + X3 <5
X 20, Xx,20, x,20.

Contoh 3: Dengan metode simpleks tentukan X,, X,, X;, X, = 0yang memaksimumkan
Z(X, Xy, X5, %X,) =5X +7X, +12X, — X,
Terhadap kendala

2%, +3X, +2X, + X, <38

3X, +2X, +4X; —X, <55.

Contoh 4: Carilah nilai maksimum fungsi f (X, X,,X;) = 2X, +2X, + X,

Terhadap kendala
X +2X, <30
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X +3X, =45
Xi, Xy, X3 =0 .

Masalah Program Linear Meminimumkan

n
Jika masalah PL meminimumkan fungsi tujuan f dengan kendala > a; x;(<, =2, i=12,...,m.
i=1

Maka masalah tersebut dapat diselesaikan dengan algoritma simpleks dengan fungsi tujuan diubah
menjadi memaksimumkan yaitu memaksimumkan f * dengan f*=—f , sebab
memaksimumkan = -meminimumkan.

Contoh:
Meminimumkan f(x;,X,) =-2X, — X,
terhadap kendala

- X, +3X, <4

2%, +2X, <7

Xg, X, 20,

Penyelesaian:
Ubah fungsi tujuan menjadi memaksimumkan f *(x,,X,) = 2%, + X,
Terhadap kendala — X, +3X, <4
2%, +2X, <7
Xy, X, 20,
Masalah PL tersebut menjadi berbentuk maksimum baku. Ubah kendala ke dalam persamaan dengan
menambah variabel slack s, , S, > 0 sehingga
—X, +3X, +s, =4
2X, +2X, +S, =7
X, X, 20,58,,5,20
Dan fungsi tujuannya menjadi
Memaksimumkan f *(x,,X,,S,,S,) =2X, +X, +0s; +0s,.

Masalah tersebut sudah berbentuk kanonik dan siap simpleks.
Tabel awalnya menjadi

Cj 2 1 0 0 b, R,
Ci [Xig| X1 X2 Sy S,
Sy -1 1 0 4
0 S, 0 1 7 712
Z; 0 0 0 0
Zi-C; | -2 -3 0 0 0

OBE untuk tabel baru :

B,'=(1)8,. B'=B, +B,".
Tabel kedua
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St 0 712 1 -1/2 | 172
2 X1 2 1/2 0 12 | 712

Zj 2 1 0 1 7
i=Cj 0 0 0 1 7
Pada baris z; —c;, terlihat z; —¢; >0 , Vj=1234 , berarti tabel sudah optimal dengan nilai

optimal f . *=7. Plb nya : (Xl,xz,sl,sz)z(y,o,}/,O). Dan f, =—f.,*=—7 pada plb

(Xl’XZ’Sl’SZ) = (7,0,}/,0).

Untuk Latihan :
1. Meminimumkan f (X, X,,X;) =3X, —2X, —4X,
Terhadap kendala
4X, +5X, —2X; <22
X, —2X, +X; <30
Xy, X5, X3 20.
2. Meminimumkan f (X, X,,X;) = —6x;, —14x, —13X,
Terhadap kendala
X, +4X, +2X, <48
X, +2X, +4X, <60
Xy, X5, X3 20.

Metode Simpleks Untuk Kendala Umum

Dalam program linear suatu kendala dikatakan berbentuk umum jika kendalanya
berbentuk salah satu dari

b
aXg+aX,+...+axX, 1=b (1)
b

dengan b > 0 dan x; > 0 untuk setiap i.

Kita telah mendiskusikan kasus di mana semua kendala berbentuk < b. Dalam kasus demikian
titik pangkal O selalu merupakan titik sudut dari himpunan layak. Sekarang akan dibahas kasus dimana
kendala untuk berbagai kemungkinan tanda (=) atau (=) boleh muncul. Sudah barang tentu jika
terdapat kendala dengan tanda >, maka titik pangkal O tidak merupakan titik sudut himpunan layak.
Umpamanya, 3x; + 2X, > 9, X; > 0, X, > 0, maka titik (0, 0) tidak akan memenuhi.

Dalam kasus demikian akan ditempuh cara sebagai berikut:

1. Phase I. Mencari sebuah titik sudut dari himpunan layak.

2. Phase Il. Bergerak dari titik sudut ke titik sudut lain, sedemikian sehingga nilai optimal

dari fungsi tujuan (jika ada) diketemukan.
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Mencari sebuah basis solusi layak

Ingatlah kedua gambaran pada metode simpleks untuk masalah maksimum baku.
1. Mengubah menjadi persamaan. Kita ubah tanda ketaksamaan < ke dalam persamaan
dengan memasukkan variabel slack.
2. Sifat tablo awal. Jika terdapat m buah kendala bertanda < b, maka dalam tablo awal
terdapat m kolom di atas baris tujuan diberi label variabel slack dan menghasilkan m
vektor kolom berbentuk basis pokok untuk R™.

Sekarang untuk program linear dengan kendala umum kita lakukan sebagai berikut:

(@) kita masukkan variabel slack y, jika dalam kendala terdapat k buah kendala bertanda < b. Variabel
ini mengubah ketaksamaan dengan tanda < b menjadi persamaan, dan akan menghasilkan vektor
basis untuk R* pada tablo awal;

(b) sekarang misalkan terdapat j kendala bertanda > b, maka kita masukkan variabel surplus —y;
dengan y; > 0, yang akan mengubah kendala bertanda > menjadi persamaan, akan tetapi dalam
tablo awal akan terdapat vektor basis untuk R’ pada kolom-kolom yang berlabel variabel surplus
y;. Oleh karena itu kita juga akan memasukkan variabel artifisial o, dengan syarat g; harus
bernilai nol agar titik sudut menjadi solusi layak pada soal aslinya. Jadi, misalnya kendala,

Xy T QX + ... T @jpXn 2 b,
kita ubah menjadi
apXs t apXo + ... FapXn— Y+ Qi =D,

di mana —y; adalah variabel surplus dan ¢; adalah variabel artifisial/atribut.

Kendala bertanda sama dengan (=) hanya memerlukan variabel atribut gs dengan syarat seperti
di atas. Jadi untuk kendala umum, setiap kendala akan memuat: variabel slack atau variabel artifisial.
Variabel-variabel demikian sejak awal (dalam soal) pada ruas kanannya b bertanda tidak negatif,
sedangkan variabel lainnya (variabel soal dan surplus) bernilai nol. Jadi variabel slack dan artifisial
pada tablo awalnya diambil sebagai variabel basis terhadap titik sudut masalah tertambah (augmented
problem). Tetapi kita masih tetap belum mempunyai solusi basis layak untuk soal aslinya. Dengan kata
lain seluruh phase | akan berlangsung terus sampai variabel artifisial menjadi nol.

Membuat Tablo Awal

Pertanyaannya adalah "bagaimana kita membuat tablo awal dan kemudian mereduksinya sedemikian
sehingga variabel artifisal tersusut menjadi nol?". Ternyata tekniknya adalah dengan memodifikasi
fungsi tujuan P; yakni

P=cixs+... tcnXy
dimodifikasi menjadi

P=cxs+...+cXn—Mq1— M@z — ... — MQ;
dengan q, ..., q; adalah variabel artifisial dengan syarat seperti dikatakan di atas dan M adalah suatu
bilangan yang cukup besar dibanding dengan data dalam soal. Dengan persyaratan nilai M yang
demikian maka jelaslah bahwa P akan maksimum apabila q; = g, = ... = ¢; = 0. Inilah bentuk baku
kendala umum mencari nilai maksimum dari fungsi tujuan. Untuk jelasnya diberikan contoh sebagai
berikut

Contoh 1. Carilah maksimum P = x; + x, terhadap kendala
—2X1 + X2 < 2,
2X1 + X, = 9
X+ X211
dengan x; > 0, X, > 0.

Jawab. Soal diubah menjadi
— 2%+ X+ Y =2, (karena tanda <)
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2%+ X+ Q1 =9 (karena tanda =) (A)
X+ X =Y+ Qp =11 (karena tanda >) (B)
X1 2 0, X, > 0, dan fungsi tujuan menjadi (karena ada dua q)
P=X1+X,+0y; +0y, — Mg; — MQp. (®
Maka Tablo awalnya adalah
C; 1 1 0 0 -M -M
] b R;
Ci [Xi X1 X2 Y1 Y2 di d2
0 Y1 -2 1 1 0 0 0
-M g1 2 0 1 0 9/2
-M g, 3 0 -1 0 1 11 11/3
Zj -5M -2M 0 M M M -20M
zj-Cj | -1-56M -1-2M 0 M 0 0 -20M
Lihatlah bahwa pada baris P; entri pada kolom berlabel x; = — 1 — (2 + 3) dst.
Tabel Lanjutan
C; 1 1 -M -M
‘ S b, | R
Ci |Xi X1 X2 Y1 Y2 J:1 J2
0 Y1 0 5/3 1 -2/3 0 2/3 28/3
-M g; 0 1/3 0 2/3 1 -213 5/3 5/2
1 X1 1 1/3 0 -1/3 0 1/3 11/3
Z; 1 1/3-M/3 0 -1/3-2M/3 -M  1/3+2M/3| 11/3-5M/3
Z;-Cj 0 -2/3M/3 0 -1/3-2M/3 0  1/3+5M/3| 11/3-5M/3
selanjutnya
Cj 1 1 0 0 -M -M b, R,
Ci |Xi X1 X2 Y1 Y2 J: d2
0 Y1 0 2 1 0 1 0 11 1172
0 Y2 0 1/2 0 1 3/2 -1 5/2 5
1 X1 1 1/2 0 0 1/2 0 9/2 9
Z; 1 1/2 0 0 1/2 0 11/3
Zj-C; 0 -1/2 0 0 12+M/3 M 11/3
Akhirnya
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Cj 1 1 0 0 -M -M
bl I:\)i

Ci |Xi X1 X2 Y1 Y2 J: d2
0 Y1 0 0 1 -4 5 4 1

X 0 1 0 2 3 -2 5
1 X1 1 0 0 -1 1 1 2

z; 1 0 0 0 2 -1 7

Z;-C; 0 0 0 0 2+M -1+M 7

Jadi P maksimum = 7 pada (X1, X2) = (2, 5).

Contoh 2. Hitunglah minimum dari P = 3000x, + 2000x, dengan kendala
100x, + 20x, > 2000; 40x; + 80x, > 3200; 60x; + 60x, > 3600
dengan x; > 0, X, > 0.

Metode Simpleks Dua Tahap

Metode Simpleks dua tahap ini diperuntukkan mempermudah penyelesaian masalah PL yang
memuat variabel artisial, terutama apabila masalah PL akan diselesaikan menggunakan program
komputer. Metode ini bekerja dengan dua tahapan penyelesaian, yang masing-masing tahapannya
menuntut penyelesaian optimum.

Metode simpleks dua tahap terdiri dari:

1. Tahapl

Tahap ini digunakan untuk menentukan apakah soal asli mempunyai penyelesaian layak?

Jika penyelesaian layak ada, maka pada tahap ini akan diperoleh penyelesaian layak basis

untuk tabel Tahap II.

2. Tahapll
Tahap ini digunakan untuk menghasilkan penyelesaian optimal bagi soal aslinya.

Langkah-langkah Penyelesaian :
Tahap |

a. Pada bentuk kanonik, semua C; dari variabel soal asli, variabel slack, dan variabel surplus

diberi nilai nol.
b. Sedangkan c; dari variabel artifisial diberi nilai —1.

Tabel pada keadaan ini diselesaikan dengan metode simpleks, hingga diperoleh hasil optimum.

Jika dari tabel optimum tersebut diperoleh kemungkinan:

(i) f*=0 dan semua variabel artifisial menjadi variabel non basis, maka penyelesaian layak
basis awal untuk soal asli diperoleh.

Penyelesaian optimal dapat diperoleh melalui Tahap II.

(i) f*=0dan ada variabel artifisial yang menjadi variabel basis dengan nilai nol, maka
penyelesaian layak basis awal soal asli diperoleh. Kasus ini mengindikasikan adanya kelebihan
kendala pada soal asli.

Penyelesaian optimal dapat diperoleh melalui Tahap Il dengan membuang kelebihan kendala
tersebut.

(iii) f*<0dan ada variabel artifisial yang menjadi variabel basis dengan nilai positif, maka soal
asli merupakan kasus tidak layak.

Penyelesaian optimal tidak dapat diperoleh, Tahap Il tidak perlu dikerjakan.
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Tahap Il
Pada tahap ini perlu diperhatikan hal-hal berikut ini:

a. Jika hasil Tahap | adalah kasus (i), yaitu f*=0 dan semua variabel artifisial menjadi variabel

non basis, maka tabel Tahap Il adalah tabel optimal Tahap | dengan:
1). Menghilangkan semua variabel artifisial .

2). ¢, pada bentuk kanonik awal digunakan lagi.
Selanjutnya tabel diselesaikan dengan metode simpleks hingga diperoleh penyelesaian
optimum dan dapat disimpulkan sebagai hasil soal aslinya.

b. Jika hasil Tahap | adalah kasus (ii), yaitu f*=0dan ada variabel artifisial yang menjadi

variabel basis dengan nilai nol, maka tabel Tahap Il adalah tabel optimum Tahap | dengan:
1). Baris dengan variabel artifisial sebagai variabel basis dihilangkan dari tabel.
2). Tabel tidak memuat variabel artifisial.

3). ¢, pada bentuk kanonik awal digunakan lagi.

Selanjutnya tabel diselesaikan dengan metode simpleks hingga diperoleh penyelesaian
optimum dan dapat disimpulkan sebagai hasil soal aslinya.

Contoh 1.
Selesaikanlah masalah PL berikut dengan metode simpleks dua tahap.
Meminimumkan f (X, X,) =12x, +5X,

Terhadap kendala 4x, +2x, >80
2%, +3%, 290
X, X, > 0.

Penyelesaian:
Bentuk kanonik masalah tersebut adalah:

Dengan memasukkan variabel surplus Y;, Y, > 0 dan variabel artifisial q;,q, >0, kendala menjadi:
4%, +2X%, -y, +0, =80
2% +3%,—Y,+0, =90
X, % 20,y,Y,20, q,q,20.

Yang memaksimumkan f (x,, X,) =12x, +5x, + 0y, + 0y, — Mg, — Mg, .

Masalah akan diselesaikan dengan metode simpleks dua tahap, maka pada Tahap | fungsi tujuan dalam
bentuk kanonik diubah menjadi:

Memaksimumkan f'(x,,X,) =0x,_+0x, + 0y, +0y, — g, — 0.

Tabel Simpleks Tahap |

Cj 0 0 0 0 -1 -1
bl Ri
Ci | Xi™y X1 X2 Y1 ) g1 P
-1 g: 4 2 -1 0 1 0 80 20
-1 g, 2 3 -1 0 1 90 45
Zj -6 -5 1 1 -1 -1 -170
zic; | -6 5 1 1 0 0 -170
C, 0 0 0 0 -1 -1 b, R,
Ci |Xj X1 X3 Y Y2 g1 4>
0 X1 1 1/2 -1/4 0 1/4 0 20 40
-1 g, 0 2 1/2 -1 -1/2 1 50 25
Zj 0 -2 -1/2 1 1/2 -1 -50
zjc; | 0 2 AR 1 3/1 0 -170
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C, 0 0 0 0 -1 -1
b; Ri
Ci |Xj X1 X3 Y1 Y2 g1 4>
0 X1 1 0 -3/8 1/4 3/8 -1/4 15/2
0 Xy 0 1 1/4 -1/2 -1/4 1/2 25
Z; 0 0 0 0 0 0 0

Karena z; —¢C; = 0,V] maka tabel sudah optimal, terlihat tidak ada variabel artifisial sebagai variabel

basis dan f*=0. Dilanjutkan ke tabel Tahap II.

Tabel simpleks Tahap Il

Cj -12 -5 0 0 b, R,
Ci | XY X1 X3 Y1 Y2
-12 X1 1 0 -3/8 1/4 15/2 30
-5 X5 0 1 1/4 -1/2 25
Z; -12 -5 13/4 -1/2 -155
Z;-C; 0 0 13/4 -1/2 -155
Cj -12 -5 0 0 b, R,
Ci [ Xy X1 X3 Y1 Y2
0 Yo 4 0 -3/2 1 30
-5 X 2 1 -1/2 0 40
Z; -10 -5 13/4 0 -200
Z;-C; 2 0 13/4 0 -200

Karena z; —c; >0,Vj maka tabel sudah optimal dengan plb:
f..x =—(=200) =200.

Contoh 2:
Selesaikanlah masalah PL berikut dengan metode simpleks dua tahap.

Meminimumkan f (X, X,, X;) = =X, +2X, —3X%,
Terhadap kendala X, + X, +X; =6

—X +X,+2% =4

2X, +3X%, =10

X, <2

X, Xy, X3 2 0.

Contoh 3:
Selesaikanlah masalah PL berikut dengan metode simpleks dua tahap.

Meminimumkan f(x;,X,) =-2% +X,
Terhadap kendala 2x, +3x, =30
X +2X, <10
-%+X%, <0
X, X, 2 0.

(X,,%,) =(0,40) pada

20
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Dualitas

Dalam kehidupan sehari-hari banyak sekali kejadian yang bersifat dualisme atau mempunyai
pasangan yang saling bertentangan.
Contoh: hidup dan mati, harga naik-daya beli turun, kemarau-gagal panen, dsb.

Masalah pemrograman linear (PL) juga mempunyai dualnya, yaitu dinamakan dengan dualitas.
Namun di dalam masalah PL dualitas hanya berbeda pada perumusan masalahnya saja, adapun
penyelesaian dan hasil akhirnya pada suatu masalah adalah sama.

Perhatikan kembali masalah PL berikut:
Memaksimalkan f (X) =CX

Terhadap kendala AX(<,=,>)b, X >0.

Masalah PL tersebut mempunyai 3 komponen, yaitu:
1. Fungsi tujuan, di dalam fungsi tujuan yang diinginkan adalah memperoleh hasil optimum
(yaitu maksimum atau minimum).

2. Fungsi Kendala Teknis, yang di dalamnya dipengaruhi oleh batasan sumber, b, , dan batasan
kebutuhan, a;; -
3. Fungsi Kendala Tanda, yaitu batasan-batasan solusi dari variabel yang ada, X; .

Jangan lupa di dalam masalah PL juga disyaratkan nilai b, > 0.

Bentuk-bentuk masalah PL.:
1. Bentuk Maksimum Baku:
Memaksimalkan f (X) =CX
Terhadap kendala AX <b, Xx>0.
2. Bentuk Minimum Baku:
Meminimalkan f(X) =CX
Terhadap kendala AX>b, Xx>0.
3. Bentuk Kendala Campuran:
Memaksimalkan/Meminimalkan f (X) =CX
Terhadap kendala AX(<,=,>)b, X >0.
Dualitas pada masalah PL terdiri dari masalah Primal dan masalah Dual. Masalah Primal adalah
masalah PL yang diberikan namun kendala-kendalanya sudah mempunyai kesamaan tanda

ketaksamaan linearnya. Sedangkan masalah dual adalah pasangan dari masalah primalnya, sehingga
tanda ketaksamaan linearnya pun masih seragam. Sehingga terkadang di dalam masalah primal

maupun dual diabaikan syarat b, > 0. Namun di dalam penyelesaian kedua masalah tersebut dengan
metode simpleks syarat b, >0 berlaku lagi, sehingga pada kendala yang memuat b, >0 harus
dikalikan —1, sehingga diperoleh b, > 0.

Diberikan matriks-matriks berikut:

a;; 4, 4y bl Xy
a a a _ |b X

A=| 2 7% lib=| ?|;x=|"7|;e=[c, ¢, c,];
aml amz amn bm Xn
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11 21 ml yl
a, a — |y _
AT — 12 :22 m2 , bT —[bl b2 bm], y: :2 , CT —
a‘1n a‘2n amn ym

Bentuk-bentuk masalah Primal — Dual:
1. Jika diberikan masalah PL sebagai berikut:
Memaksimalkan f (X) =CX

Terhadap kendala AX <b, X>0.
Maka Primal :
Memaksimalkan f (X)=CX

Terhadap kendala AX <b , X
Sedangkan Dual :
Meminimalkan f(y)=b"y
Terhadap kendala ATy >C', y>0.

Catatan : y >0 adalah variabel pada masalah PL bentuk dual.

0.

\Y

2. Jika diberikan masalah PL sebagai berikut:
Meminimalkan f(X) =CX

Terhadap kendala AX>b, Xx>0.
Maka Primal :

Meminimalkan f(X) =CX
Terhadap kendala AX >b, X >0.
Sedangkan Dual :

Memaksimalkan f(y)=b'"y

Terhadap kendala ATy <c', y>0.

3. Jika diberikan masalah PL sebagai berikut:
Memaksimalkan f (X) =CX
Terhadap kendala AX>b, Xx>0.
Maka Primal :
Memaksimalkan f (X) =CX
Terhadap kendala AX >b, X >0.
Sedangkan Dual :
Meminimalkan f(y)=b"
Terhadap kendala A"y <c', y>0.

4. Jika diberikan masalah PL sebagai berikut:
Meminimalkan f(X) =CX

Terhadap kendala AX <b, Xx>0.
Maka Primal :

Meminimalkan f(X) =CX
Terhadap kendala AX <b, X >0.
Sedangkan Dual :

Memaksimalkan f(y)=b"y
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Terhadap kendala A"y >C', y>0.

5. Jika diberikan masalah PL sebagai berikut:
Memaksimalkan f (X, X,,X;) =C;X; —C,X, +C3X,
Terhadap kendala
a; X, +a,X, +8,,% <b
Ay X, + 8,X, + 855X, <D,
A X, + g, X, +8g5X5 2Dy
X, Xy, X3 20
Maka Primal :
Memaksimalkan f (X;,X,,X;) =C;X; —C,X, +CzX,
Terhadap kendala
Ay X, +a,X, +a,X;, <b,
Ay X; +8,,X, +8,5%, <D,
—831X; — 83X, — 833X < _ba
X Xy, X3 20,
Catatan : dalam masalah PL bentuk Primal-Dual b, <0 diijinkan. Namun di dalam
penyelesaiannya baik penyelesaian Primal atau Dualnya maka syarat b, > O berlaku. C; pada

bentuk dual menjadi negatif, apabila penyelesaian masalah PL melalui bentuk dualnya maka
kendala dengan c¢; <O dikalikan —1 sehingga c; menjadi positif, baru diselesaikan dengan

metode simpleks. Secara analog bila kasus tersebut terjadi pada bentuk Primal.

Sedangkan Dual :
Meminimalkan f(y,,Y,,Y;) =by; +b,y, —=b,y,
Terhadap kendala
any, +a,y, —asys 2C
;,Y, +a5Y, —A3,Y; 2-C,
Ay3Y; T 8yY, —833Y; 2 Cs
Y)Yz, Y320

6. Jika diberikan masalah PL:
Memaksimalkan f (X, X,,X;) =C;X; +C,X, +C;X,
Terhadap kendala
a; X +a,X, +a,,%; <b
Ay, X; +8y,X, + 855Xy <h,
X Xy, X3 20,
Maka Primal :
Memaksimalkan f (X;, X,,X;) =C;X; +C,X, +C;X,
Terhadap kendala
a; X, +a,X, +a,5X; <b
Ay, X, +8,,X, + 85Xy <h,
X, Xy, X3 20
Sedangkan Dual :
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Meminimalkan f(y,,y,) =b,y, +b,y,
Terhadap kendala
a‘1ly1 + a21y2 2 Cl
alZ yl + a22 y2 2 CZ
a13y1 + a23y2 2 CS
Y1, ¥, 20
Catatan: Pada Primal masalah PL terdiri dari 3 variabel dengan 2 kendala, sedang pada Dual
menjadi masalah dengan 2 variabel dengan 3 kendala.

Pada masalah Primal-Dual berlaku : Kendala pada Primal menjadi Variabel pada Dual;
Sebaliknya, Variabel pada Primal menjadi Kendala pada Dual.

7. Jika diberikan masalah PL.:
Memaksimalkan f (X, X,,X;) =C,;X; +C,X, +C3X,
Terhadap kendala
a;, X, +a;,X, +a;3X; <b,
Ay Xy +ApX, +3y3X; = bz
Ay X, + 85X, + 855X 2Dy,
X Xy, X3 20,
Masalah diubah dulu menjadi:
Memaksimalkan f (X;,X,,X;) =C;X; +C,X, +C;3X,
Terhadap kendala
a; X, +a;,X, +a;,%; <b
Ay, X, + 8y,X, +8y5X5 <h,
Ay, X, + 8y,X, +8y5X5 2D,
Ay X, + 85X, + 855X, 2D,
X Xy, X3 20,

Catatan: Perhatikan kendala ke-2 soal merupakan suatu persamaan, maka sebelum ditentukan
Primal-Dualnya, kendala tersebut harus dipecah dulu menjadi 2 kendala dengan tanda yang
saling bertolak belakang. Setelah itu baru ditentukan Primal-Dualnya sbb:

Maka Primal :
Memaksimalkan f (X, X,,X;) =C;X; +C,X, +C;X,
Terhadap kendala
a; X +a5,X, +a,,X; <h,
A, X, + 8,,X, +8y5%X, <h,
— 8y X; — @y X, —ay3X5 < _bz
— A5 X; —a5X; —aA33X; < _ba
XXy, X3 20

Catatan: Perhatikan pada soal di atas masalah menjadi mempunyai 4 kendala, dengan 2
kendala < dan 2 kendala >. Maka kita bisa memutuskan apakah Primalnya kan berbentuk <,
Dualnya >, atau sebaliknya Primalnya >, Dualnya <. Coba Anda cek!

Sedangkan Dual :

Meminimalkan f(Y;,Y,, Y5 Y,) =By, +b,y, —byy, —byy,
Terhadap kendala
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a1Y; + a5, —AY; —85,Y, 26
a,Y; +85Y, —AY; —a3Y, 2C,
A13Yy T g3y, —p3Ys —AgsY, 2C4
Y1) Y2, Y3 s 20

Atau Dualnya secara sederhana menjadi:

Meminimalkan f (yl’ y2' y3’ y4) = blyl + bz (yz - y3) - b3y4
Terhadap kendala

a,y, + azl(Y2 - Y3) —a3Y, 2 C,

A,y +a5(Y, —Y3) —a5,Y, 2C,

A3Y; +2,5(Y, — Ya) —35Y4 2Cs

Yi:Y2:Ys:Ya 20
Jika y, =y, — Y, maka bentuk Dual menjadi:
Meminimalkan f(y,,y,,y,) =by, +b,y, —byy,
Terhadap kendala

a,y, + aZly‘Z —a3Y,2C

apy; +ay ylz — a5y, 2C,

gy, + azsy‘z — g3y, 2G4

Y1, Y, =0;y, tak bertanda.
Catatan: Nilai y, tergantung pada hasil y, =Yy, —y,. Jika y, >y, maka y,>0;
y, <Y, maka y, <0;y, =y, maka y, =0.
Perhatikan bahwa pada soal Kendala ke-2 berbentuk persamaan, pada Dualnya Variabel ke-2
menjadi tak bersyarat tanda. Jadi jika Kendala pada masalah berbentuk persamaan, maka
Variabel pada Dual yang bersesuaian menjadi tak bersyarat tanda. Demikian juga jika masalah

yang diberikan adalah masalah dengan salah satu atau lebih Variabel tak bersyarat tanda, maka
Kendala pada Dual yang bersesuaian menjadi berbentuk persamaan. Coba Anda cek!

Tugas :
Tentukan Primal-Dual soal-soal Latihan A hal 125 — 126 buku Susanta.

Dual Pada Masalah Maksimum Baku

Setiap masalah program linear terkait dengan masalah dualnya. Kita mulai dengan motivasi masalah
ekonomi terhadap dual masalah maksimum baku.

Sebuah industri rumah tangga mempunyai persediaan bahan biji kopi sebanyak m jenis yang
berlainan dan masing-masing beratnya b; kg untuk setiap jenis biji kopi ke_i dengani=1,2, ..., m.
Industri itu memproduksi n macam kopi-campur yang berlainan untuk dijual kepada pengecer. Untuk
setiap 1 kg kopi-campur macam ke_j memerlukan a;; kg jenis biji ke i, dan dapat dijual dengan harga c;
rupiah. Industri itu ingin memaksimalkan pendapatan R dari pengecer kopi ini.

Persediaan
Jenis Biji Kopi 1 2 m
Persediaan (kg) b, b, " D
Harga (Rp) Vi Yo o Ym

Produksi (setiap kg)
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Macam kopi-campur 1 2 n

Bahan b, ay; (kg) ap(kQ) ayn(kQ)
b, ax(kg) ao(kg) - azn(kg)
bm aml(kg) amZ(kg) see Amn (kg)

Harga per kg kopi-campur C1 C, Cn

Misalkan x; adalah berat kopi-campur macam ke_j. Industri itu ingin memaksimumkan

R=c.X=cCXg +CoXo+ ... + CpXp.
terhadap kendala-kendala

Xy FapX, + ...+t apX, < b1

QXy + AxXo + ...+ ayXn < by

amlxl+ amaX2 t+...+ AmnXn < bm,
dengan kata lain, kendala-kendala itu adalah Ax < b, di mana A = (a;;) adalah matriks berordo mxn dan
x > 0. Kita namakan masalah program linear ini sebagai masalah primal:

memaksimumkan c.x terhadap Ax<b, dimanax>0 1)

Masalah dual muncul jika pada industri itu kita memandang harga setiap 1 kg jenis biji kopi
ke i, y; = 0. Nilai total cadangan biji kopi menjadi
V=b.y=byys +byy, + ... + bnym 2)

Oleh karena setiap 1 kg kopi campur ke_j yang dibuat industri itu memerlukan a;; kg jenis biji kopi
ke idengani =1, 2, ..., n, harga biji kopi dalam setiap kg campuran macam ke_j adalah

QY1+ agy, t .. + amjym 3)
Selanjutnya kita tahu bahwa 1 kg kopi-campur macam ke_j dapat dijual kepada pengecer dengan harga
¢j rupiah, sehingga kita harus mempunyai

agjy1t azyz + .. + Amjym = Cj 4)
untuk j=1, 2, ..., m. Ketaksamaan (4) dapat ditulis dalam bentuk
Aly>c (5)

dengany = (Y1, Y2, .-+, Ym)-

Industri itu ingin (dari alasan pajak) mencari nilai minimum untuk persediaan bahan biji-biji kopi.
Yakni, industri menginginkan untuk

meminimalkan b.y terhadap A'y'>c dengan y>0 (6)
Masalah program linear (6) disebut dual dari masalah program linear primal (1).

Misalkan R adalah nilai optimal dari masalah (1), dan V., adalah nilai optimal dari
masalah (6). Oleh karena Ry.s adalah pendapatan yang diperoleh apabila biji kopi-campur yang dijual
pada pengecer sesuai dengan masalah (1), maka nilai total V paling sedikit adalah Rys. Dengan kata
lain Vimin > Rimaks. Tetapi kita juga dapat membuktikan bahwa mempunyai Ryaks < Vinin.
[Bukti: Ruaks = C.X, Vinin = b.y dengan Ax < b, ATy’ > ¢, x>0, y > 0. Maka kita boleh melakukan dot
produk: y.Ax <y.b dan x.A'y" > x.c, dan akibatnya, ingat bahwa dalam (6) y adalah vektor baris, c.x <
b.y yaitu Riaks < Vimin]-
Jadi Viin 2 Riaks dan Riaks < Vimin S€hingga akibatnya ialah Ryaxs = Vinin-

Nilai y; yang menghasilkan nilai optimal Vy,;, disebut nilai bayangan.

Contoh 1. Carilah masalah dual dari masalah:
Maksimumkan P = 5x; + 4x, + 6X; terhadap kendala
X1+ X+ X3 <25,
2X1 + X, + 3)(3 <51,
X1, X2, X3 = 0.
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Jawab. Dalam soal ini, soal aslinya kita anggap sebagai masalah primal, sehingga dari (1) kita

X
i c= (5 4,6) x1 R I
mempunyai ¢ = (5, 4, 6), x = A= b= .
ks 2 2 1 3 51

X
3
Maka masalah dualnya, lihat (6), adalah

25
Meminimalkan b.y = [51 (Y1, Y2) = 25y, + 51y,,

1 2 5)
Dengan kendala ATy = |1 1 [le >| 4| dengan y=>0.
1 3)V2 |6
Maka kendala masalah dualnya adalah
yi+2y,;25,
yi+Yy224,
y1+ 3y, 6.
Y1,Y2>0.
Sekarang perhatikanlah tablo awal pada masalah primal:
Cj 5 4 6 0 0 b, R,
Ci | Xi~ X1 X2 X3 Y1 Yo
0 Y1 1 1 1 1 0125
0 Y2 2 1 1 0 1 21
Z; 0 0 0 0 0 0
Zj-Cj S 4 6 0 0 [0

Kemudian perhatikanlah entri-entri yang diberi garis bawah cetak tebal, dengan mengabaikan kolom-
kolom pada variabel slack, maka kita memperoleh tabel ringkas:

Cj 5 4 6 b, R,
Ci | XiY g | X1 X2 X3
0 Y1 1 1 1] 25
0 Y2 2 1 1 21

Z; 0 0 0 0

¢ | 5 4 6] 0

Selanjutnya perhatikanlah, bahwa jika tabel ringkas dibaca dari kiri ke kanan, Kkita
mempunyai data dari masalah primal. Baris terakhir menyajikan fungsi tujuan Z = 5x; + 4x, + 6Xs.
Ingatlah bahwa tanda negatif itu muncul karena kita memandang baris terakhir ini sebagai Z — 5x; —
4x, — 6x3 = 0 sehingga dengan demikian baris terakhir ini merupakan entri dari fungsi tujuan. Dengan
mencongak kita tukarkan tanda pada baris dan kolom terakhir pada tablo yang mana pun, dan
kemudian dibaca dari atas ke bawah maka kita peroleh data dari masalah dualnya. Kita tempatkan C
pada sudut kanan atas dari tablo, yang analogi dengan Z pada sudut kiri bawah. (Ingat, memaksimalkan
berkaitan dengan laba atau profit, disingkat Z, sedangkan meminimalkan berkaitan dengan biaya atau
cost, akronim C).Tabel ringkas ini memperlihatkan simetrinya masalah maksimum primal dengan
masalah minimum dualnya. Ingat juga bahwa variabel nonbasis dari tablo primal adalah variabel basis
dari masalah dual dan sebaliknya. Jadi membuat tablo dual mudah saja bukan?
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Dual Untuk Masalah Program Linear Umum

Sekarang akan dideskripsikan pembentukan dual dari sebarang masalah program linear. Untuk itu, kita
abaikan saja syarat bahwa konstanta pada ruas kanan kendala kita nonnegatif, dan kita tukarkan semua
kendala bertanda > dengan kendala bertanda <. Umpamanya,
X1 —Xo =5 kita ubah menjadi —X1 + X, £ 5.

Seterusnya, kendala yang bertanda = kita nyatakan sebagai dua kendala ketaksamaan. Umpamanya,

2x; — 3%, = 5 kita sajikan dalam bentuk 2x; — 3x, < 5 dan 2x; — 3%, > 5.
Atau karena harus menggunakan tanda <, maka

2x1 — 3X, = 5 Kita sajikan dalam bentuk 2x; — 3x, < 5 dan —2x; + 3x, < -5.

Dengan demikian masalah pemaksimalan dapat ditukar ke dalam bentuk

Memaksimumkan c.x dengan kendala Ax<b  denganx >0 @)
dan entri-entri b dapat positif, nol, atau negatif. Dengan cara sama, sebarang masalah peminimalan
dapat ditulis dalam bentuk

Meminimalkan s.y dengan kendala By >d dengany > 0. (8

Setelah menuliskan masalah program linear (7) atau (8), maka kita dapat dengan mudah menuliskan
masalah dual sebagai berikut.

Teorema
Masalah program linear
Memaksimalkan c.x dengan kendala Ax < b dengan x>0 €)]
dan
Meminimalkan b.y dengan kendala A’y > ¢ dengany >0 (10)

adalah masalah dual. Jika masalah (9) adalah primal, maka (10) adalah dualnya, dan jika
masalah (10) adalah primal, maka (9) adalah primalnya.

Contoh
Minimalkan 3Xx1 + 2%,
dengan kendala x; + 2x, < 10,
5x; + X, > 10,
X, + 10x, > 20.
X1, X2 > 0.
Rumuskan masalah dualnya dan kemudian selesaikanlah seperti biasanya.

Jawab: Kita tulis dulu semua kendala dalam bentuk < sebagai berikut :
Minimalkan 3Xx1 + 2%,
dengan kendala x; + 2x, < 10,
—5X1 — X < —10,
—X; —10x, < 20.
X1, X2 = 0.
Maka masalah dualnya adalah
Memaksimalkan 10y; — 10y, + 20ys,
dengan kendala y;— 5y,— y3>3,
2y1 - Yo- 10y3 > 2,
Y1, Y2 = 0.
Kemudian kita bentuk tablo awal dari soal aslinya, seperti biasanya dengan memasukkan variabel
slack, surplus dan variabel artifisial, dan kemudian disusut dengan operasi Gauss.
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Cj 3 2 0 0 0 -M -M b;
Ci |Xi X1 X2 Y1 Y2 Y3 g1 J2
0 Y1 1 2 1 0 0 0 0 10
-M q: 5 1 0 -1 0 1 0 10
-M J, 1 10 0 0 -1 0 1 20
Z; -6M -11M 0 M M -M -M 30M
zj-cj | -6M-3 -11M-2 0 M M 0 0 30M
Dst, kita akan menggunakan kalkulator:
Cj 3 2 0 0 0 -M -M b; R;
Ci [Xi X1 X2 Y1 Y2 Y3 Q1 'Fi
0 Y1 0,8 0 1 0 0,2 0 -0,2 10
-M g1 4,9 0 0 -1 0,1 1 -0,1 10
2 X 0,1 1 0 0 -0,1 0 0,1 20
Z; -49M +0,2 2 0 M  -01M-02 -M 0,AM+0,2 | -10M +40
zjc; | -49M-2,8 0 0 M -0,IM-0,2 0 1,1M+0,2 | -10M +40
Cj 3 2 0 0 0 -M -M bi R
Ci | Xj X1 X2 Y1 Yo Y3 di ‘¥
0 Y1 0 0 1 0,1633 0,1837 -0,1633 -0,1837 4,6939
3 X1 1 0 0 -0,2041  0,0204 0,2041 -0,0204 1,6327
2 X 0 1 0 0,0204 -0,102 -0,0204 0,102 1,8367
Z; 3 2 0 -0,5715  -0,1428 0,5715 0,1428 8,5715
Zj-C; 0 0 0 -0,5715  -0,1428 0,5715+M 0,1428 +M | 8,5715
Cj 3 2 0 0 0 -M -M b; R;
Ci [ Xi X1 X2 Y1 Y2 Y3 g1 d>
0 Yo 0 0 6,125 1 1,125 -1 -1,125 28,75
3 X1 1 0 1,25 0 0,25 0 -0,25 7,5
2 X5 0 1 -0,125 0 -0,125 0 0,125 1,25
Z; 3 2 3,49 0 0,5 0 -0,5 25
Zj=Cj 0 0 3,49 0 0,5 M -0,5+M 25

Dari tablo terakhir ini tampaklah bahwa nilai maksimum dari fungsi tujuan pada masalah primal 3x; +
2X, adalah 25, dicapai pada solusi layak basis x; = 7,5 dan x, = 1,25. Kita juga memperoleh nilai
minimum fungsi tujuan pada masalah dual 10y; — 10y, — 20y; adalah 25, dicapai pada solusi layak
basis y; = 3,5; y, = 0, dan y; = 0,5. Nilai-nilai ini dapat anda baca pada baris terakhir dari kolom-
kolom yang berlabel yi, ys, ya.

Biasanya kita mengerjakan dengan variabel-variabel x; sebagai variabel soal dalam tablo
simpleks. Jika diketahui masalah program linear yang dinyatakan dengan variabel x;, kita dapat
mencoba menyelesaikan langsung dengan metode simpleks atau kita dapat memilih bentuk masalah
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dualnya dan mencoba menyelesaikan masalah dual juga dengan metode simpleks. Dalam kasus
terakhir, disarankan agar masalah dual diungkapkan kembali, dengan menggunakan variabel y;.
Kemudian label dalam tablo akan dalam posisi seperti biasanya.

Dualitas menjadi sungguh berfaedah jika masalah program linear mempunyai m kendala yang
besar jika dibandingkan dengan n variabelnya. Dengan memasukkan variabel slack atau surplus dalam
setiap kendala, kita akan memperoleh matriks data dalam tablo awal dari masalah dualnya hanya
dengan n + 1 baris dan lagi paling sedikit ada n + m + 1 kolom. Jika m lebih besar daripada n, maka

penggunaan dual lebih menguntungkan.

Contoh. Minimumkan fungsi C = 2y, + y,, terhadap kendala
10y, + y, =10,

2y;+ y,>2 8

i+ Y22 6,

yi+ 2y, =10,

V1 +12y2 >12.
denganys, y, > 0.

Penyelesaian. Agar kita bekerja dengan tablo yang lebih kecil, kita memilih mengerjakan dualnya.

Masalah dualnya adalah:

Memaksimumkan 10x; + 8X, + 6X3 + 10X, + 12Xs
dengan kendala: 10x; +2x; + X3+ X4 +
X1+ Xot Xz+ 2% +12%5<1

dengan X, X, > 0.

Kita bentuk tablo awal

X5 < 2

Cj 10 6 10 12 0 0 | by | Ry
Ci [XiN [ X1 X3 X3 X4 X5 Y1 Y2
Y1 10 2 1 1 1 1 0 2
0 Yo 1 1 12 0 1 1
Z; 0 0 0o 0| o
zj-cj | -10 -8 -6 -10 -12 0 0 0
Cj 10 8 6 10 12 0 0 b; R;
Ci | Xi X1 X3 X3 X4 X5 Y1 Y2
0 Y1 9,9167 19176 09167  0,8333 0 1 -0,0833 | 1,9167
12 X5 0,0833 0,0833  0,0833  0,1667 1 0 0,0833 | 0,0833
Zj 0,9996 0,9996 0,9996 2,0004 12 0 0,9996 0,9996
zj-c; | -9,0004 -7,0004 -50004 -7,9996 O 0 0,9996 | 0,9996
Cj 10 8 6 10 12 0 0 b; R;
Ci [Xi X1 X2 X3 X4 X5 Y1 Y2
10 Y1 1 0.1579 0.0526 1 -0.5263 0.1053 -0.0526 | 0.1578
12 X5 0 0.4211 0.4737 0 6.2632 -0.0526 0.5263 0.4211
Z 10 6,6322 6,2104 10 69,8954  0,4218 5,7896 6,6312
z;cj| O -1,3678 00,2104 0 57,8954  0,4218 5,7896 6,6312
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c; |10 8 6 10 12 0 | 0 | b,
Ci IXj i| X1 X2 X3 X4 X5 Y1 )
0 -0125 -038 -2875 0125 -025
1 | 1125 2375 14875 -0125 125

L L L F L F
z; [ 10 8 (775 [152 9025 T 025 | 75
0 | 175 | 52 7825 025 @ 75

2

Q|0 |F— O

Zj-Cj 0

Jadi, fungsi tujuan 2y, + y, dari masalah primal aslinya mempunyai nilai minimum 8 pada solusi layak
basisy; =0,25dany, = 7,5.

Perhatikanlah pada tablo tepat sebelum tablo terakhir, kita dapat memilih baris pertama
sebagai baris pivot dengan 0,1579 sebagai entri pivot. Perhatikanlah bahwa rasio 0,1579/0,1579
maupun 0,4211/0,4211 menentukan pivot baris adalah 1. Dalam kasus demikian program SIMPLEKS
selalu memilih calon baris pivot yang terdekat pada ujung atas. Dengan menggunakan SIMPLEKS,
dapat dilihat bahwa pilihan yang lain akan menghasilkan y; = 2 dan y, = 4. Dan akan diperoleh nilai
fungsi obyektif yang sama.

Jika dikerjakan soal aslinya kita akan mempunyai 13 kolom dalam tablo simpleks.

Contonh (lagi)
Maksimumkan 3x; + 5x, terhadap kendala
X1+ X < 2; X, < 4; Xy + 3%, < 15;
X1+ 2%, <12, X1 +%,<10; X1, X2, X3 > 0.

Penyelesaian. Dualnya adalah
Minimalkan 2y, + 4y, + 15y; + 12y, + 10ys
dengan kendala —y; + 0y, + ya3+ y,+ys>2,
yit Y2+ 3yz+2y,+Yys>5,
Y1, Y2, Y3, Ya, Y52 0.

Tablo awal (Soal aslinya)

Cj 3 5 0 0 0 0 0 b; R;
Ci |XiNgg| X1 X2 Y Y2 Y3 Ya Vs
0 Y1 -1 1 1 0 0 0 0 2
0 Yo 0 1 0 1 0 0 0 4
0 Y3 1 3 0 0 1 0 0 15
0 Y4 1 2 0 0 0 1 0 12
0 Vs 1 1 0 0 0 0 1 10
Zj 0 0 0 0 0 0 0 0
zi¢;| 3 -5 0 0 0 0 0] 0
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10
10
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Cj 3 5 0 0 0 0 0 b, R;
Ci [Xi X1 X2 Y Y2 Y3 Ya Vs
5 X5 0 1 0 0 0 1 -1 2
3 X1 1 0 0 0 0 -1 2 8
0 Y1 0 0 1 0 0 -2 3 8
0 Yo 0 0 0 1 0 -1 1 2
0 Y3 0 0 0 0 1 -2 1 1
Z; 3 5 0 0 0 2 1| 34
zic; | 0 o o0 o0 0 2 1| 34

Jadi maksimum dari 3x; + 5x, = 26 tercapai pada x; = 8 dan x, = 2. Minimum dari 2y; + 4y, + 15y; +
12y, + 10ys diperoleh solusi layak yang dapat dibaca dari atas ke bawah: y; =0,y, =0,y3=0, y, = 2,
dan ys = 1 sehingga 2y, + 4y, + 15y; + 12y, + 10ys = 0 + 0 + 0 + 24 + 10 = 34, cocok dengan tabel
terakhir dan teorema dual.

Teori Metode Simpleks

Diasumsikan masalah PL mempunyai m ketaksamaan dan n variabel, dengan m ketaksamaan
tersebut merupakan kendala yang bebas linear. Masalah PL bentuk kanonik memaksimumkan

P=c'X terhadap kendala AX=b, X>0.
X
Jika X adalah solusi layak basis dengan variabel terurut X = {_B}
Xn

dengan Xg adalah vektor variabel basis, dan
X, adalah vektor variabel non basis (yang bernilai nol).

Akibatnya vektor biaya C' dalam variabel terurut menjadi ' =[c, C,[
dengan Cg adalah vektor biaya variabel basis X ,

C, adalah vektor biaya variabel non basis Xy .
Sehingga fungsi tujuan P yaitu

X,
“To [~ = B|_~Ty =Ty
P=c'x=[c, cN]TL_( :|—CBXB+CNXN.
N

Matriks diperluas A yaitu matriks koefisien dari variabel asli (soal) dan variabel tambahan (slack,
surplus, atifiasial), dalam variabel terurutnya menjadi

AX =b ,dengan A=[B NJ.

B adalah matriks koefisien variabel-variabel basis berordo mxm.

A matriks berordo mx(m+n).

N matriks koefisien variabel-variabel non basis berordo mxn.

Matriks B invertibel sebab B matriks basis, jadi B ada, sehingga kendala
AX =D, dengan A= [B N], maka kendala menjadi

[B N]PB}B atau

N

>

BX, + Nx,, =b, karena B™ ada
maka B (BX; +NX,)=B"b atau
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B™'BX, +B'Nx, =B,
IX, + B™*Nx,, = B0, sehingga
X, +B'Nx, =B™b.
Karena P =CJ Xy +Cp Xy, jika X =B D =B 7INK, oo (1)
maka
P=c, (B'b—Bc X,)+Cy X,
SCOBTO +(CF =B TICU)XY  veeeeoeoeeemeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s 2)

Karena X, variabel non basis maka X, =0.

Sehingga (1) menjadi
Xz = B~'b , yaitu menjadi p.l.b dan akibatnya (2) yaitu fungsi tujuan
P =C.B™'b, menjadi nilai optimal fungsi tujuan.

Dengan Tabel Simpleks

A |b N |b

T dalam bentuk terurut atau kanonik adalah | ——— , karena B™' ada maka
-c |0 —-Cg —Cy |0
'B'B BN |B™D | B'N |B™ . - _

— — atau — — dengan OBE R, =R,+C;R, diperoleh
L =C  —Cy | —C —Cy | 0
| B'N | B
0 —cl+CB'N [cIB™]

Tabel dikatakan optimal jika —CJ +CsB*N >0. Nilai optimum P =CiB™'b dengan p.l.b
X, =B7D.

Metode Simpleks Dua Tahap

Metode Simpleks dua tahap ini diperuntukkan mempermudah penyelesaian masalah PL yang
memuat variabel artisial, terutama apabila masalah PL akan diselesaikan menggunakan program
komputer. Metode ini bekerja dengan dua tahapan penyelesaian, yang masing-masing tahapannya
menuntut penyelesaian optimum.

Metode simpleks dua tahap terdiri dari:

3. Tahapl

Tahap ini digunakan untuk menentukan apakah soal asli mempunyai penyelesaian layak?

Jika penyelesaian layak ada, maka pada tahap ini akan diperoleh penyelesaian layak basis

untuk tabel Tahap II.

4. Tahapll
Tahap ini digunakan untuk menghasilkan penyelesaian optimal bagi soal aslinya.

Langkah-langkah Penyelesaian :
Tahap I

c. Pada bentuk kanonik, semua C; dari variabel soal asli, variabel slack, dan variabel surplus
diberi nilai nol.
d. Sedangkan c; dari variabel artifisial diberi nilai —1.

Tabel pada keadaan ini diselesaikan dengan metode simpleks, hingga diperoleh hasil optimum.
Jika dari tabel optimum tersebut diperoleh kemungkinan:
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(iv) f*=0 dan semua variabel artifisial menjadi variabel non basis, maka penyelesaian layak
basis awal untuk soal asli diperoleh.
Penyelesaian optimal dapat diperoleh melalui Tahap II.

(v) f*=0dan ada variabel artifisial yang menjadi variabel basis dengan nilai nol, maka

penyelesaian layak basis awal soal asli diperoleh. Kasus ini mengindikasikan adanya kelebihan
kendala pada soal asli.

Penyelesaian optimal dapat diperoleh melalui Tahap Il dengan membuang kelebihan kendala
tersebut.

(vi) f*<0dan ada variabel artifisial yang menjadi variabel basis dengan nilai positif, maka soal

asli merupakan kasus tidak layak.
Penyelesaian optimal tidak dapat diperoleh, Tahap Il tidak perlu dikerjakan.

Tahap 11
Pada tahap ini perlu diperhatikan hal-hal berikut ini:
a. Jika hasil Tahap I adalah kasus (i), yaitu f*=0 dan semua variabel artifisial menjadi variabel

non basis, maka tabel Tahap Il adalah tabel optimal Tahap | dengan:
1). Menghilangkan semua variabel artifisial .

2). ¢, pada bentuk kanonik awal digunakan lagi.
Selanjutnya tabel diselesaikan dengan metode simpleks hingga diperoleh penyelesaian
optimum dan dapat disimpulkan sebagai hasil soal aslinya.

b. Jika hasil Tahap | adalah kasus (ii), yaitu f*=0dan ada variabel artifisial yang menjadi

variabel basis dengan nilai nol, maka tabel Tahap Il adalah tabel optimum Tahap | dengan:
1). Baris dengan variabel artifisial sebagai variabel basis dihilangkan dari tabel.
2). Tabel tidak memuat variabel artifisial.

3). ¢, pada bentuk kanonik awal digunakan lagi.

Selanjutnya tabel diselesaikan dengan metode simpleks hingga diperoleh penyelesaian
optimum dan dapat disimpulkan sebagai hasil soal aslinya.

Contoh 1.
Selesaikanlah masalah PL berikut dengan metode simpleks dua tahap.

Meminimumkan f (x;,X,) =12x, +5X,
Terhadap kendala 4%, +2x, >80

2%, +3%, 290

X, X, 2 0.

Penyelesaian:
Bentuk kanonik masalah tersebut adalah:

Dengan memasukkan variabel surplus Yy;, Y, >0 dan variabel artifisial q;,q, >0, kendala menjadi:
4x, +2X, -y, + 0, =80
2% +3%, - Y, +0, =90
X, % 20, y,,Y,20, 6,9, 20.

Yang memaksimumkan f (x;,x,) =12x, +5x, +0y, +0y, —Mg, —Mdq, .

Masalah akan diselesaikan dengan metode simpleks dua tahap, maka pada Tahap | fungsi tujuan dalam
bentuk kanonik diubah menjadi:

Memaksimumkan f'(x,,X,) =0x_+0x, + 0y, +0y, — g, — 0, .

Tabel Simpleks Tahap |
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C, 0 0 0 -1 -1 b, R,
Ci |Xi X1 X3 Y1 Y2 F! 4>
-1 g1 -1 0 1 0 80 20
-1 ad, 2 3 0 -1 0 1 90 45
Zj -6 -5 1 1 -1 -1 -170
Zj-C; -6 -5 1 1 0 0 -170
Cj 0 0 0 0 -1 -1 b, R,
Ci [Xi X1 X3 Y1 Y2 J: 'Fi
0 X1 1 1/2 -1/4 0 1/4 0 20 40
-1 q, 0 2 1/2 -1 -1/2 1 50 25
Z; 0 -2 -1/2 1 1/2 -1 -50
Zj-C; 0 -2 -1/2 1 3/1 0 -170
; 0 0 0 0 -1 -1 b R,
Ci |Xj X1 X3 Y1 Y2 41 4>
0 X1 1 0 -3/8 1/4 3/8 -1/4 15/2
0 Xy 0 1 1/4 -1/2 -1/4 1/2 25
Z; 0 0 0 0 0 0 0
zi<; | 0 0 0 0 1 1 0

Karena z; —¢C; > 0,V] maka tabel sudah optimal, terlihat tidak ada variabel artifisial sebagai variabel
basis dan f*=0. Dilanjutkan ke tabel Tahap II.

Tabel simpleks Tahap Il

Cj -12 -5 0 0 b, R,
Ci |XiYj]| X1 X3 Y1 Y2
-12 X1 1 0 -3/8 1/4 15/2 30
-5 X2 0 1 1/4 -1/2 25
Z; -12 -5 13/4  -1/2 -155
Z;-C; 0 0 13/4  -1/2 -155
Cj -12 -5 0 0 b, R,
Ci [ XNy X1 X3 Y1 Yo
0 Yo 4 0 -3/2 1 30
-5 X5 2 1 -1/2 0 40
Z; -10 -5 13/4 0 -200
Z;-C; 2 0 13/4 0 -200

Karena z;-cC;>0,Vj maka tabel sudah optimal dengan plb: (X,X,)=(0,40) pada
=—(—200) =200.

frow =

Contoh 2:
Selesaikanlah masalah PL berikut dengan metode simpleks dua tahap.

Meminimumkan f (X, X,, X;) = =X, +2X, —3%,
Terhadap kendala X, + X, + X, =6
—X +X,+2% =4
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2X, +3%, =10
X; <2
X, Xy, %3 = 0.

Contoh 3:
Selesaikanlah masalah PL berikut dengan metode simpleks dua tahap.

Meminimumkan f (X, X,) =—-2X, +X,
Terhadap kendala 2x, +3x, >30
X +2X%, <10
-X+X <0
X, X%, =20.

Masalah Transportasi (Angkutan)

Masalah Transportasi membicarakan cara pendistribusian suatu komoditi dari sejumlah
sumber (Origin) ke sejumlah tujuan (Destination). Sasarannya adalah mencari pola pendistribusian dan
banyaknya komoditi yang diangkut dari masing-masing sumber ke masing-masing tujuan, yang
meminimalkan ongkos angkut secara keseluruhan, dengan kendala-kendala yang ada.

Skenario
1. Ada sumber (origin) dengan kapasitas (suply) maksimumnya.
2. Ada tujuan (destination) dengan permintaan (demand) minimumnya.
3. Ada jalur angkutan dari setiap sumber ke setiap tujuan beserta ongkos angkut satuan.
4. Ada satu macam komaoditi saja yang diangkut.
5. Meminimalkan ongkos angkut total.
Skema
bl 0, Ci X11 aq

7 a

b, | 0, A‘x"[i D, | a
XL

b, | 0 AA‘A" D, | a

Keterangan gambar

O; : Sumber (Origin) ke-i (i=1,2,...,m)

D; : Tujuan (Destination) ke-j (j=1,2, ...,n)

b; : Suply maksimum pada O;

a; : Demand minimum pada D;

Cij : ongkos angkut satuan pada jalur O; — D;

Xij : banyaknya unit komoditi yang diangkut dari O; ke D; (alokasi).
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Asumsi

(i) Linearitas, yaitu biaya angkut berbanding lurus (proporsional) dengan banyaknya komoditi yang
diangkut dari origin ke destination.

(if) Hanya ada satu jenis komoditi yang diangkut.

Asumsi (i) berakibat masalah transportasi termasuk dalam kategori masalah program linear, sehingga
cara menyelesaikannya bisa memanfaatkan metode yang sudah lazim dikenal, seperti yang akan
dijabarkan kemudian.

Asumsi (ii) berakibat setiap destination bisa menerima kiriman dari setiap origin.

Formulasi Model Matematika

Berdasarkan skenario di atas, maka formulasi model matematika masalah transportasi adalah sebagai
berikut:

Mencari x;; > 0 (i=1,2, ...,m; j=1,2, ...,n)
yang meminimalkan ongkos total

(1) =22 cjxj,

dengan kendala-kendala (constraints)

(2) Zj Xij < bi (i=1,2, ...,m), dan

(3) Zi Xij > 4d; (j=1,2, ...,n).
Ketaksamaan (2) disebut kendala supply dan ketaksamaan (3) disebut kendala demand. Fungsi f pada
persamaan (1) disebut fungsi sasaran (objective function).

Penyajian Data
Penyajian data masalah transportasi ditungkan dalam tabel 1 berikut:

D, D, . D, Persediaan
0, |Cll |Clz | |Cln b,
X11 X12 X1n
0, |021 |022 | |C2n b,
X21 X22 Xon
| | | |
o |Cm1 |Cm2 | |Cmn b,
Xml Xm2 an
Permintaan aj a, an, YaAD

Tabel 1. Tabel Transportasi umum

Solusi Keadaan Setimbang
Jika 2 b =2 &, yaitu total supply komoditi pada origin sama dengan total demand pada destination,
maka masalah transportasi dikatakan setimbang. Dalam kasus setimbang, semua kendala, baik kendala
supply maupun kendala demand berbentuk persamaan, yaitu

Zj Xjj = bi (i=1,2, ...,m), dan

Zi Xij = g (j=1,2, ...,n).
Akibatnya banyaknya variabel basis adalah m + n — 1, sebab m + n — 1 merupakan persamaan yang
saling independen. Oleh karena itu penyelesaian layak basis (plb) terdiri atas m + n — 1 variabel basis.

Untuk mencari solusi optimal (minimal) masalah transportasi, dikerjakan dengan 3 langkah

sebagai berikut:

Langkah I : Menyusun Solusi Awal (Tabel Awal)
Maksud menyusun solusi awal adalah untuk mencari plb.
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Dasar hukum (dalil):
Hukum 1: Tabel transportasi akan memberikan suatu plb bila dalam setiap pengisian alokasi dipilih
alokasi yang memaksimalkan kotak dengan batasan supply dan demand.

Hukum 2: Plb paling tidak memuat satu solusi optimal.

Metode Pengisian Kotak-Kotak

Metode Sudut Barat Laut (SBL)

Metode ini hanya mementingkan solusi layak basis, belum perhitungkan ongkos c;. Kotak pertama
yang harus diisi adalah kotak dengan posisi arah barat laut dari mata angin (sudut barat laut) kemudian
berpindah ke kanan atau ke bawah tergantung baris atau kolom mana yang tidak jenuh.

Contoh. Suatu distributor pupuk mempunyai empat pangkalan P, ..., P, yang berturut-turut
menyimpan 40, 30, 30, 70 ton pupuk. Bahan dagangan itu harus dikirim kepada 5 pembeli (destinasi)
D, ...,Ds berturut-turut 25, 25, 25, 35, 60 ton. Selesaikan tablo awal.

D, | D, | Dy | D | D5 |mEEE
PSR A
25 15
SR I (N
10 20
S S S
5 25
SSU  fe
10 60
Permintaan 25 25 25 35 60 170
minimum

Jawab. Setelah data dimasukkan ke dalam matriks 4x5, maka pengisian dimulai dari SBL, yakni
(1) kotak Ky diisi 25, dan akibatnya kolom ke-1 jenuh,

(2) kotak Ky, diisi 15, agar baris ke-1 jenuh,

(3) kotak Ky, diisi 10, agar kolom ke-2 jenuh,

(4) kotak K3 diisi 20, agar baris ke-3 jenuh,

(5) kotak K33 diisi 5, agar kolom ke-3 jenuh,

(6) kotak Ks, diisi 25, agar baris ke-3 jenuh,

(7) kotak Ky, diisi 10, agar kolom ke-4 jenuh,

(8) kotak K5 diisi 60, agar baris ke-4 jenuh. — selesai

Periksa: banyaknya kotak yang berisi = 8. Nilaim + n—1 =4+ 5 — 1 = 8. Jadi kotak-kotak isi tersebut
adalah solusi layak basis. Dengan kata lain, tablo awal ini adalah tablo yang tidak merosot.

Misalkan ongkos angkut per ton dari pangkalan P; ke destinasi D; adalah c; (ditulis pada sudut
kanan atas pada setiap kotak) untuk semua i dan j, akan kita hitung total ongkos
C=cx= ZiZj CijXij.
Lihat tablo di bawah ini

Maka C = 25(3) + 15(1) + 10(2) + 20(4) + 5(8) + 25(9) + 10(6) + 60(9)
=75+ 15 + 20 + 80 + 40 + 225 + 60 + 540
=90 + 100 + 265 + 600 = 190 + 865 = 1055.
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Apakah C ini optimal? Tentu saja kita tidak tahu; yang kita tahu adalah bahwa solusi tersebut adalah
solusi layak basis, tetapi karena solusi layak basis itu banyak, maka belum tentu nilai ini telah
mencapai nilai optimum.

Persediaan

Dy D, Ds Ds Ds maksimum

0, L3 Laf L[4 L[ L[ L
25 15

o o [ 4 [ 2 1 o

10 20
o (2 [ [§ L[ L[5 o
5 25
o | 4 L8 [2 [ [9 o
10 60
Permintaan | g 25 25 35 60 170
minimum

Metode Vogel

Metode pengisian kotak bukan dari SBL tetapi memilih dengan mempertimbangkan nilai c;. Caranya

adalah sebagai berikut:

(1) Carilah selisih dua cjj terkecil dari setiap baris dan setiap kolom. Hasilnya dituliskan di sebelah
kanan (untuk selisih baris) dan di bawah untuk selisih kolom.

(2) Diantara selisih-selisih ini carilah yang terbesar; misalnya p selisih kolom (jika ada dua nilai p
yang sama boleh pilih salah satu). Jadi kolom ke-p adalah kolom yang akan diisi pertama kali.

(3) Dalam kolom ke-p pilihlah ongkos termurah, misalnya ¢. Maka kotak K,, adalah kotak terpilih
yang akan diisi terlebih dulu.

(4) Jikatelah ada baris/kolom yang jenuh abaikan (dianggap tidak ada) dan ulangi dari pertama (1).

Contoh
Di ambil soal di atas:
D, D, D, D, Ds Perse_dlaan Selisih 2 ¢ ; terkecil
| | - | T | = | = maksimum
3
0, o5 15 40 222200
O2 | 7 | 3 | 4 30| 2 I 7 30 1xxxxx
L2 L7 [8 [9 Ls>
Os o5 c 30 33334*
L4 L5 [2 [8 [¢o
0, 25 5 40 70 222433
Permintaan | 55 25 25 35 60 170
minimum
1 2 2 4 1
Selisih 2 1 4 2 0 1
c; terkecil 1 * 2 0 1
* * 2 0 1
* * * 0 1
* * *

Selisih dua c;; terkecil berada pada selisih kolom, yakni 4 berada pada kolom ke-4. Pada kolom
ke-4 ini ongkos termurah adalah 2 berada pada baris ke-2. Jadi K4 harus diisi dulu. Agar jenuh Ky, =
30.
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Selisih terkecil pemeriksaan ke-2 adalah 4 berada pada kolom ke-2. Dalam kolom ke-2 ongkos
termurah adalah 1 berada pada baris ke-1. Jadi kotak K;, mendapat giliran pengisian. K3, = 25. Maka
kolom ke-2 jenuh.

Dst.

Sekarang kita lihat: Kotak isi ada 8 = m + n — 1. Jadi sudah ada solusi layak.
Nilai ongkos total
C =25(1) + 15(6) + 30(2) + 25(2) + 5(5) + 25(2) + 5(6) + 40(9)
=25+90+60 + 50 + 25 + 50 + 30 + 360
=115+ 110 + 75 + 390 = 225 + 465 = 690. Lebih baik daripada SBL

Metode c;; terkecil
Dalam metode ini kotak yang dipilih untuk diisi adalah kotak dengan cj; terkecil atau termurah. Contoh
di ambil dari soal di atas

Persediaan
D, D, Ds D, Ds maksimum
3 1 4 6 6
oo | L, O [ [ T w
7 3 4 2 7
oo | L 3 [ [d [ w
2 7 8 9 5
o |,.d [ [ [ 19 =
4 5 2 6 9
O | | 25| 5| 4o| 70
Permintaan |, 25 25 35 60 170
minimum

Tampak bahwa c; terkecil adalah Ky, Jadi K;, = 25; kemudian, sambil memperhatikan baris/kolom
yang telah jenuh, K24 = 30, K31 = 25, K43 = 25, K35 = 5, K15 = 15, K44 = 5, dan akhirnya K45 = 40.
Banyaknya kotak isi adalah Ky, Kys; Ksp; Kas; Kas; Kis; Kag; dan Kgs. Jadi ada 8 kotak dan m +
n—-1=4+5-1=8. Jadi solusi layak basis itu tidak merosot.
Total ongkos adalah
C =25(1) + 15(6) + 30(2) + 25(2) + 5(5) + 25(2) + 5(6) + 40(9)
=25+90+ 60+ 50+ 25+ 50+ 30+ 360
= 115 + 110 + 75 + 390 = 225 + 465 = 690. Sama mahal dengan metode selisih dua c;;
terkecil.

Uji Optimum
Perhatikan tablo kecil dibawah ini (kiri) yang diselesaikan menggunakan metode SBL. Kemudian pada

tablo kanan kotak K,; diisi dengan 1 dengan cara menggeser 1 satuan dari Ky, dan Ky, digeser 1
satuan ke Ki,. Kita periksa ongkos total

D, D, Perse_dlaan D, D, Perse_dlaan
maksimum maksimum
(O] | 4 | 2 80 0, | A | 2 80
50 30 50-1 30+1
0, | 1 | 2 20 0, | 1 | 2 20
20 0+1 20-1
Permintaan Permintaan
. 50 50 100 . 50 50 100
minimum minimum
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(a) Pada metode SBL
C =50(4) + 30(2) + 20(2) = 200 + 60 + 40 = 300
(b) Setelah penggeseran (bukan solusi layak basis)
C=49(4)+31(2) +1(1) +19(2) =196 + 62 + 1 + 38
= 258 + 39 = 297 < 300.
Jadi metode SBL tidak memberikan solusi optimal (dalam hal ini minimal).

Dengan petunjuk, sekarang Ky, seluruhnya digeser ke K,;. Agar kolom ke-1 tetap jenuh maka
Ky; haris digeser 20 satuan ke Ki,. Solusi layak basis sekarang adalah K;; = 30, Ky, = 50, Ky, = 20.
Ongkos total adalah

C =30(4) +50(2) + 20(1) = 120 + 100 + 20 = 240 — optimal

Pergeseran di atas mengilhami pergeseran melalui lintasan tertutup dimulai dari kotak kosong
dengan menjaga tetap jenuhnya baris kolom yang telah terjadi dari metode SBL, selisih dua cj; terkecil
ataupun metode c;; terkecil.
Metode Batu Loncatan (MBL)
Dalam metode ini dihitung Ac untuk setiap kotak kosong dengan cara menggeser 1 satuan alokasi
mengikuti jalur tertutup. Lintasan diawali dari kotak kosong kemudian melalui kotak-kotak isi sebagai
batu loncatan. Contoh berikut ini dikerjakan dengan c;; terkecil

Persediaan
Dy D, Dy D, maksimum
o o o o L8 o
50
o, ENEE R
20 80
o, ENERERNE
100
o, Lel Ls| L8 L7 14
30 10 60
Permintaan | 55 | 6o 60 | 80 350
minimum

Menggunakan metode c;; terkecil pengisian dilakukan dari K;; — K31 = Kip = Ky > Kgp > Ky —
K4s. Banyaknya kotak isi 7 = m + n — 1 — tidak merosot.

Nilai ongkos total

C =50(4) + 20(5) + 80(1) + 100(3) + 30(6) + 10(5) + 60(8)
=200 + 100 + 80 + 300 + 180 + 50 + 480
=300 + 380 + 230 + 480 = 680 + 710 = 1390.

Perhatikanlah bahwa terdapat mn — (m + n—1)= 16 — 7 = 9 kotak kosong. Semua kotak kosong
harus diperiksa melalui lintasan tertutup untuk menghitung Ac. Hasil hitungan —c'; yang positif
terbesar adalah kotak yang dipilih untuk diisi dengan penggeseran. Untuk soal di atas kita buat daftar
jalur sesuai kotak kosong sebagai berikut

Menghitung c'; dengan c;; terkecil

LINTASAN AcC o
Ku K12 Kz Ka
Kt +4 —4 +5 -6 -1 1
K13 KlZ K42 K43
Kz +7 -4 +5 -8 0 0
K14 K12 K42 K41 K21 Kl4
K +8 -4 +5 -6 +5 -1 7 -7
Ko Ky Kiu  Kp
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K +7 -5 +6 -5 3 -3
K23 KZl K41 K43

Kas +9 5 +6 -8 2 -2
Kz K Ka  Kgp

Ks +3 -3 +6 -5 1 -1
K33 KSl K41 K43

Kas +4 -3 +6 -9 -1 1
Kaw Ko Ku Ky

Kas +9 -3 +5 -1 10 -10
K44 K24 K21 K41

Ky +7 -1 +5 —6 5 -5

Ada dua c'; positif terbesar yang sama (yakni 1) maka kita bolen memilih Ky; atau Ks; untuk menjadi
variabel basis (berisi = variabel masuk). Misalkan kita pilih Ky; untuk menjadi variabel basis (untuk
diisi). Dalam lintasan tertutupnya dua tanda negatif adalah Ky, = 50 dan K4 = 30. Kita pilih kotak
negatif dengan isi terkecil (untuk menjaga tidak merosot). Jadi kita pilih K,4; untuk digeser sehingga
K41 kosong (variabel non basis = variabel keluar). Maka sekarang tablo menjadi seperti berikut:

Persediaan
Dy D, Ds D4 maksimum
N G o ] L o
30 20
o, ENERERE
20 80
o, EENENE
100
o, EERE
40 60
Permintaan | g5y | gg 60 | 80 350
minimum

Sekarang, ongkos totalnya adalah
C =30(4) + 20(4) + 20(4) + 80(1) + 100(3) + 40(5) + 60(8)
=120+ 80 + 80 + 80 + 300 + 200 + 480
=200 + 160 + 500 + 480 = 360 + 980 = 1340 < 1390.
Jadi ongkos total sudah turun. Apakah sudah optimum? Periksa lagi melalui cara yang sama (c;j
terkecil).

Metode MODI
Setelah diperoleh solusi layak basis yang tidak merosot, maka ongkos kesempatan c’; dapat dihitung
sekaligus dengan pertolongan rumus-rumus berikut:

Untuk x;; basis (Kj; isi) UV =G A)
Untuk x;; nonbasis (Kj; kosong) : ¢ = U; + V; — Gj (B)

Dalam rumus ini u; adalah bilangan baris, v; adalah bilangan kolom dan c;; adalah ongkos yang diberi
pada kotak Kj sedangkan c'; adalah ongkos kesempatan. Dalam persamaan (A) hanya c;j yang
diketahui sehingga u; atau v; dapat diambil sebarang bilangan bulat tidak negatif. Tentu saja dipilih
antara banyaknya baris dan kolom dari tablo yang bersangkutan.

Contoh. Tablo berikut diperolen melalui c;; terkecil
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Persediaan
Dy D, Ds D4 maksimum u;
o G o] [ L o
30 20 5
o, ENEREE
20 80 5
o, ENERENEE
100 3
o, Lel L8| Ls8 L7 4
40 60 6
Permintaan | 450, 60 60 80 350
minimum
Vi 0 -1 2 -4

Perhatikanlah tablo di atas. Kotak yang diisi berturut-turut: Ky, Kii, Kay, Ky, Kio, Kip, dan Kga.
Banyaknya kotak isi 7=m +n—1 =4+ 4 — 1. Jadi tablo itu adalah solusi layak basis. Berturut-turut
kita gunakan:

Rumus (A) [kotak isi] dengan mengambil v; =0

Untuk Kyp s Uy +vi=Ciy > Uy =5;  Untuk Kos: Uy + Vg = Cog — V4 =4,
Untuk Ksp:us+vi=C33 > u3=3; Untuk Kuq: ug + v =C41 = Uy = 6.
Untuk Kgp i Us + Vo =Cgp > Vo =—1;  Untuk Kys: Us + V3 =Ca3 > V3= 2.
Untuk Ky 1 up + v, =€ = up = 5.

Hasil untuk u; ditulis pada sebelah kanan tablo dan hasil v; di sebelah bawahnya

Rumus (B) [kotak kosong] untuk menghitung c’;
Untuk kotak Ky1: €3 =u; +v;— €1 =5+0-4=1,
Untuk kotak Ky:iCyu=U+V,—Cp=5-1-4= 0.
Untuk kotak Ks: €'3p = Uz +Vv,—C3p=3-1-7=-5,
Untuk kotak Ki3: €43 =uU; +Vv3—Ci3=5+2-7=0.
Untuk kotak Ky C'y3=Uy+Vz—Cx=5H+ 2-9=-2.
Untuk kotak Kass: C'33 = Uz +V3—C33=3+2-4=1,
Untuk kotak Ki4: €'y =u;+v4—Cyy=5+2-8=-1.
Untuk kotak Kz €3y = U3+ Vs —Czp = 3-4-9=-10.
Untuk kotak Kuy: Casa =Us+Vs4—Ci13=6-2-7=-3.

Nilai c; positif terbesar adalah Ki; dan Ks; (seperti di atas), maka K;; atau Ks; mendapat giliran
pertama untuk diisi dengan pergeseran seperti telah dikerjakan di atas. Setelah Ki; (atau Kss) diisi
dengan pergeseran, masih perlu diuji optimum tidaknya dengan cara MODI. Jika masih terdapat
ongkos kesempatan c'; yang positif berarti belum optimum.

Masalah Angkutan Berpola Maksimum

Masalah: Mencari x;;=> 0

dengan kendala » x; =b;; i=1,2,...m

-1

m
dan Y x; =a;;j=1,2,....n;
i=1
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dengan ibl :Zn:aj ,
i=1 j=1

m n
agar C= ) > c;x; maksimum.

j Nij
i=1 j=1

Masalah berpola maksimum ini akan dikembalikan ke masalah berpola minimum dengan cara
transformasi

Cij =P—gj )
dengan P adalah sebarang bilangan yang memenuhi P < ¢j;, untuk semua i dan j.
Jika kedua ruas (1) dikalikan x;;, untuk semua i dan j, kita peroleh

C= iiéux” = ii(P—Cu)Xu

i1 j-L i1 j-1
_ m n m n
C =22 Py - 2D X
i1 j-L i1 j-1
o m n
C=>>Px-C
i-1 j-L

m n
Perhatikanlah bahwa nilai zz Px;; adalah konstan. Dengan demikian jika C mencapai maksimum,
i=1 j=1
maka C mencapai hilai minimum untuk x;; yang telah tertentu (solusi basis yang tidak merosot)

Jadi soal berpola maksimum sekarang menjadi berpola minimum sebagai berikut:
Mencari X;;= 0

n
dengan kendala D" x; =b;; i=1,2,...m
-1
m
dan ' x; =a;; i=12..nm
i=1
m n
dengan Zbl :Z:aJ ,
i1 i1
. m n _
agar C = ) > cijx; minimum,
i1 j1

dengan Eij = P —¢j; dan P sebarang bilangan yang > c;.
kemudian dikerjakan seperti biasanya.

Contoh:

Data Soal Memaksimumkan Diubah ke meminimumkan dengan

mengambil P = 7.
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D, D, D, | b, D, D, D, | b, |u
0, L4 Ls L 40 0, L4 [ [ 20| 3
30 10
0, Ls| L4 Le 40 0, Ls| L4 Le 40| 2
20 20
0, L2 L7 L, 0, L2 Lo L],
40
a, | 50 50 20 | 120 a, | 50 50 20 |120
v, | o 1 1

Tablo ruas kanan disi dengan metode cj; terkecil. Perhatikan bahwa pada tablo sebelah kanan kotak isi
=5, m+n-1=3+3-1=05.Jadi tablo sudah beres.
Dengan rumus (A) dan mengambil v; =0
Untuk kotak isi, Ky up+vy=¢y3 —>u; =3
Kpiug+vo=Ccp—>v=1
KogiUs+Vi=Cyy > Uy =2
Koz Uy + V3 =Coz > V3 =1
K32: U3+V2:C11—)U3:—4

Untuk kotak kosong Kyg: €'z =U; + V3 —C3=3-1-5=-3,
KyiCy=U +V,—Cp=2+1-3=0,
K31: C'31:U3+V1—C31:—4+0—5:—9,
K33: C'33=U3+V3—C33=—4—1—1=—6.

Ternyata semua c'jj tidak ada yang bernilai positif. Jadi tablo telah optimum. Jadi
C maksimum = 7x120 — [30(3) + 10(4) + 20(2) + 20(1) + 40(0)]
=840 — (90 + 40 + 40 + 20) = 840 — 190 = 650.

Karena tablo perubahan sudah optimum, maka tablo aslinya juga demikian sehingga nilai
maksimum dapat dihitung langsung dari data. Tablo diisi dengan metode cj;

D, D, D, | b,
0, O Y I
30 10
0, Ls| L4 Ls 40
20 20
o L&A LA L,
40
a, | 50 50 20 | 120

C maksimum = 30(4) + 10(3) + 20(5) + 20(6) + 40(7)
=120+ 30 + 100 + 120 + 280 = 650.

Masalah Angkutan Tidak Setimbang

Dalam masalah ini banyaknya persediaan Zbi tidak sama dengan banyaknya permintaan E a; .
i=1 a=1
Ada dua kasus:
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m n
Kasus1: Y b, > ) a,
i=1 a=1
Dalam kasus ini masalah dibuat setimbang dengan cara memasukkan permintaan semua, an.; =

m n
Z b, — Z a; dan cin.s = 0. Kemudian diselesaikan dengan cara biasa.
i=1 a=1

Contoh. Tablo sebelah kiri adalah soal, sedangkan tablo kanan adalah soal yang telah disetimbangkan
dan tablo awal diisi dengan metode c;; terkecil.

Soal aslinya Soal telah diseimbangkan

D, D, D, b; D, D, D, D, b;
ol T W .| (o] @ @ 4 .
o, | 3] | 7] | s 45 o, [ 3] | 7] | o | o 45
o, [ 2 [ 5 [ 6 20 o, B [ 5] | 6 [ o 20
a; 40 50 60 a; 40 50 60 10 160

Setelah memasukkan destinasi semua D, dengan a, = 10, dan ¢i; = O untuk i = 1, 2, 3, maka sekarang

Zbi = Zaj = 160, yakni, masalah telah setimbang. Akhirnya kita selesaikan tablo awal dengan
i=1 a=1
menggunakan metode c;; terkecil, tetapi bukan c;; = 0. Bahkan destinasi semu harus diisi terakhir. Jadi
akan segera diperoleh (lihat tablo di bawah ini).

K13 = 45 sehingga P, jenuh; K31 = 40 sehingga D; jenuh

K3z = 30 sehingga P3 jenuh; K22 = 20 sehingga D, jenuh

K3 = 15 sehingga Ds jenuh; K4 = 10 sehingga D, dan P, jenuh.
Banyaknya kotak isi = 6 = m + n — 1. Solusi adalah solusi basis yang tidak merosot. Tetapi ini bukan
solusi sebenarnya. Solusi sebenarnya pada tablo ruas Kiri

D, D, D, | b, D, D, D, D, |b,
o, La [ [2, o, La [4 L2 [o,
45 45
o L3l Lo Ll o L3 L7 Lsl Lof,
20 15 20 15 10
T O 95, (o T O O 5,
40 30 40 30
a; 40 50 60 a; 40 50 60 10 160

*) ada kelebihan 10 satuan.
Apakah solusi ini optimum? Kita periksa:

Kotak isi (ambil u; = 0) Kotak kosong

KU +V3=Ci3 > Vs=2 Kii €=U +Vvi—Cyy =7
KUy +V3=Cp—>U; =6 K €2 =Up + Vo — Cpp =3
KaiUp+Va=Cp—> V=1 KoiCr=Up+Vi—Cy =0
KpiUs+V,=Cp—> Uz =4 Kssi C'33= U3 +V3—C33=0
KsiiUs+Vvy=C3 >V =-3 Jadi tablo sudah optimal.
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Kasus 2: Zm:bi < Zn:aj
i=1 a=1

Serupa dalam Kasus 1 di sini kita setimbangkan dengan memasukkan "pangkalan” semu P,.; dengan

D = Zaj - Zbi dan memasukkan Cpsy;= 0.

a=1 i=1

Contoh. Data pada tabel kiri adalah soal tidak setimbang dan data tabel kanan telah disetimbangkan.
Seperti terdahulu kotak pada baris semu diisi setelah kolom dan baris asli jenuh. Seperti biasanya,
pengisian menggunakan metode c;; terkecil.

D, D, D, | b, D, D, D, |b;

o, | 1| | o | 4 60 o, | 1| | 2o [ 4 50
50 45

o, | s|] |7 | 2 45 o, | s| | 7] | » 45

o, | 7] | 6 | o s o, | 7] | o | o 5

55

aj| 55 60 50 o Lo [o Lo
‘15 5 5

a, | 5 60 50 | 160

Jadi setiap pesanan tidak dapat dipenuhi, kurang 5 satuan.
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