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Abstrak. Misalkan R adalah ring, Q< R disebut quasi-ideal dari R jika RQ "QRcQ,
dengan Q adalah subring. Quasi-ideal R yang dibangun oleh suatu himpunan X < R adalah
irisan semua quasi-ideal dari R yang memuat X, yang selanjutnya dinotasikan dengan & ; :

Quasi-ideal Q disebut quasi-ideal minimal jika dan hanya jika Q =((;I untuk semua

xeQ\ ¢ .

Misalkan V dan W adalah ruang vektor atas lapangan F dan Lg & ,W: menotasikan
himpunan semua transformasi linear «:V —W . Misalkan k adalah bilangan kardinal tak
hingga dan Lg ¥,W,k = qe Ly ¢ W Jranka <k Himpunan g €, W,k 3+ membentuk
grup abelian terhadap operasi jumlah biasa pada transformasi linear. Selanjutnya, —untuk
suatu @ € Lg @,V _ tertentu didefinisikan suatu operasi * pada Lg @ W,k , yaitu:
a*fB=ao-0o B untuk semua «,SBe Lg ¢,W, k:. Himpunan Lg €W, k: bersama operasi
“+"dan ‘*’ tersebut membentuk ring, yang selanjutnya dinotasikan dengan €g ¥ ,W,k:+,<9:.
Dalam tulisan ini akan diselidiki sifat-sifat quasi-ideal minimal pada ring g (/,W,k},G:.
Diperoleh hasil sebagai berikut :Misal « e Lg (/,W: sedemikian sehingga Rana = F u untuk
suatu ueW, Jika S,y e€lg (v,w:sedemikian sehingga uf=uy maka oo fB=ao-y dan
Jika SeLg (v,w: sedemikian sehingga ug=au untuk suatu ae F maka « - f=a«a. Hasil
lain yang berhasil diselidiki adalah: Misal «,feLg @ W,k , jika Se (z; dalam ring
Cr ¢ W,k 360 maka RanfcRana. Misal aelp @ W,k sedemikian sehingga
memenuhi Rana ¢ Ker@ dan Rand ¢ Kero . Jika ranka =1, maka (x; =Fa dalam

Cr ¢, W,k 60 . Misal aelg @ W,k _ sedemikian sehingga memenuhi Ranca ¢ Kerd
dan Rand « Kera. Jika ranka =1, maka (z;1 adalah quasi- ideal minimal dalam

Ce ¢ W,k h0 .

Kata Kunci: ring, quasi-ideal, quasi — ideal minimal

1. Pendahuluan

Ring merupakan struktur aljabar yang melibatkan dua operasi biner yang disebut operasi jumlah
dan operasi perkalian. Terhadap operasi jumlah, ring membentuk grup abelian, sementara itu
terhadap operasi perkalian membentuk semigrup. Selain itu harus bersifat distributif Kiri
maupun kanan. Ring terhadap operasi perkalian bersifat komutatif disebut ring komutatif.
Selanjutnya jika memuat elemen satuan disebut ring dengan elemen satuan. Misalkan R adalah

ring. Himpunan S < R disebut subring jika S terhadap operasi yang sama pada R membentuk

ring. Definisi ini ekuivalen dengan S membentuk sub grup terhadap operasi jumlah dan
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membentuk sub semigrup terhadap operasi perkaliannya. Himpunan Q < R disebut quasi-
ideal dari R jika RQ "QR c Q, dengan Q adalah subring. Quasi-ideal R yang dibangun oleh
suatu himpunan X < R adalah irisan semua quasi-ideal dari R yang memuat X . Selanjutnya,

quasi-ideal demikian dinotasikan dengan & ; . Quasi-ideal Q disebut quasi-ideal minimal jika

dan hanya jika Q = € 5 untuk semua xeQ\ .

Diberikan V  dan W adalah ruang vektor atas lapangan F dan Lp ¢ ,W: menotasikan
himpunan semua transformasi linear «:V —W . Misalkan k adalah bilangan kardina tak
hingga dan L ¢ W,k _= deLg €W Jranke <k Diketahui bahwa
rank € + 3 <ranko +rank untuk semua o, Be Lg @ W . Himpunan g @, W,k
membentuk grup abelian terhadap operasi jumlah biasa pada transformasi linear ( [1]: p. 318).
Selanjutnya, untuk suatu @ e Lg &,V _ tertentu didefinisikan suatu operasi * pada
L (/,W,k: ,yaitu: ax f=a 0@ f untuk semua o, fe Lg (/,W,k:. Terhadap operasi ini,
Lg (/,W,k: membentuk semigrup ( [3]: p.619 ). Juga berlaku distributif kiri dan kanan.
Selanjutnya himpunan demikian dinotasikan dengan g € W,k 6 ( [1]: p.317 ). Jelas
bahwa himpunan ini membentuk ring. Perlu diingat bahwa semua quasi-ideal minimal dalam
suatu ring adalah ideal utama ( [1]: p.318 ). Dalam tulisan ini akan diselidiki karakterisasi

semua quasi-ideal minimal dalam suatu ring g ¢, W,k .+ 6 _dan mengindikasikan bilamana

ring tersebut mempunyai quasi-ideal minimal.

2. Kajian Teori
Pada bagian ini akan diberikan beberapa istilah dan sifat-sifat yang mendukung dalam
pembahasan artikel ini.

Definisi 1. ( [2] : p.1 ) Himpunan tak kosong S yang dilengkapi dengan operasi biner e

dikatakan semigrup jika e bersifat asosiatif yaitu : €x,y,z e S: (xey)ez=xeo(ye2)

Definisi 2. ([2] : p.1 ) Misalkan S suatu semigrup, P < S disebut sub semigrup jika terhadap
operasi yang didefinisikan pada S, P membentuk semigrup.

Definisi tersebut ekuivalen dengan P tertutup terhadap operasi yang didefinisikan pada S .

Berikut diberikan definisi quasi-ideal suatu ring:
Definisi .3. ([1]: p.317 ). Misalkan R adalah ring, maka Q < R disebut quasi-ideal dari R

jika RQ "QR < Q, dengan Q adalah subring.



Quasi-ideal R yang dibangun oleh suatu himpunan X — R adalah irisan semua quasi-ideal
dari R yang memuat X . Selanjutnya, quasi-ideal demikian dinotasikan dengan € ; . Quasi-
ideal Q disebut quasi-ideal minimal jika dan hanya jika Q = ((;1 untuk semua xeQ\ G
Beberapa sifat yang berlaku bahwa:

Proposisi .1. ([1] : p.317). Misal Q suatu quasi-ideal ring R, maka berlaku:

i. Jika Q quasi-ideal minimal makaQ adalahsubringnol atausubringpembagi dari R.

ii. Jika Q subringpembagi dari R, maka Q adalah quasi-ideal minimal dari R.

Proposisi.2. ( [1] : p.318). Untuk suatu himpunan tak kosong X — R, maka berlaku

« ; =ZX + RX n XR, dengan Z adalah himpunan semua bilangan integer.

Dari Proposisi 2 diperoleh akibat sebagai berikut:
Akibat 1. ([1] : p.318). Dalam € €, W,k @ , berlaku:
(z; =Za+Lg ¢ W,k 200anacfoly W,k _untuksetiap ez e Lg ¢ W,k

Bukti:

Menurut Proposisi 2 berlaku bahwa untuk suatu himpunan bagian tak kosong X dari suatu
ring R berlaku & 5 =2ZX +RX N XR. Dalam hal ini g & W,k #*_ adalah ring dan
ac Cg ¢ W,k 60 sehingga g W,k +0 *a=Cg ¥ W,k 60 cfoa serta
a* Cg YW,k 60 =aofo € ¢ W,k 60 , akibatnya dipenuhi persamaan sebagai
berikut: € 4 =Za+Lg W .k 3000 naofoLg ¢ W k_

3. Pembahasan
Misalkan F adalah suatu lapangan dan o adalah suatu transformasi linear dari ruang vektor
atas lapangan F, vyaitu transfprmasi linear dari ruang vector V ke ruang vektor W, serta

Rana = WeW| € & =w, untuk suatu veV Lemma berikut sebagai akibat dari kondisi

Rana = F u untuk suatu ueW .

Lemma 1. ([1]:p.318). Misal € Lg €,W _sedemikian sehingga Rana = F u untuk suatu
uew
i. Jika B,yelLg (V,W:sedemikian sehingga ug=uy maka o f=qoy

ii. JikafelLg (\I,W:sedemikian sehingga ug=au untuk suatu ac F maka oo f=aa



Bukti:
(i). Ambil sebarang c e F, sehingga berlaku €u Z=c€S =cdqy = €u 7 . Diketahui bahwa

Ranoa = \vﬂeW| € & = w, untuk suatu v eV } el eW| € & =cu untuk setiap ¢ € F dan suatu u e W

Rana = i|[vee F, untuk suatuu eW .
Selanjutnya, diperoleh  bahwa ﬂ| Rang - CU —> €U 23: (u} sehingga  berlaku
Blrana =7 |Rane - Hal ini mempunyai konsekuensi :
Untuk sebarang veV berlaku € & o =®€o B=C p=C =€ 7=€C Koy .
Sebagai akibatnya berlaku a0 f=cx oy

(ii). Dapat dipandang bahwa a= €@ I, dengan 1y,  adalah  pemetaan  identitas  di
Le @, W : Sehingga uf=au.ly,. Menurut bagian (i) sebelumnya  berakibat
aofB=ao (iiw =aa

Lemma berikut memberikan hubungan antara suatu transformasi dalam quasi-ideal minimal
dengan transformasi pembangun quasi-idealnya:

Lemma 2. ([1]:p.318). Misal o, Be Lg ¢ W,k , jika Be € 4 dalam ring

(- ¢.W,k 0 maka Ranfc Rane.

Bukti:

Diketahui Se (:zjaI , sehingga menurut Akibat 1 berlaku f=ta+ y o0« untuk suatu teZ
dan suatu y e Lg @, W,k .

Selanjutnya ambil we Ran/, maka terdapat veV sedemikian sehingga berlaku:

w=€p=¢qa+y°6oa
=(It:a+ (f}o@ja
=qt+ (/}o@ja

Akibatnya we Rana . Dengan demikian Ranf < Rana

Lemma berikutnya menjelaskan suatu kondisi yang menjamin bilamana quasi-ideal minimal
(x; =Fa:
Lemma 3. ( [1] : p.318). Misal aelLg (/,W,k: sedemikian sehingga memenuhi kondisi

Rane ¢ Ker§ dan RandzKera. Jika ranka=1, maka (x;:Fa dalam

Ce ¢ W,k h0 .



Bukti:

(i). Dibuktikan Fa c € |

Misal ueRanx\Kerd dan u'cRand\Kera, maka € &=0,¢&cV dan
¢ 2#0, ¢ aeW dan € @=u' untuk suatu zeW \ €. Karena rank =1, sehingga
Rana = Fu dan akibatnya (1':a=a.u untuk suatu ae F dan a=0
Misal B adalah basis untuk V yang memuat (@ dan B' adalah basis untuk W yang
memuat u. Selanjutnya didefinisikan suatu transformasi linear sebagai berikut:
ﬂjﬁz{u ) jikav:(@_ w}:{a_lz ) jika w=u

0 jikaveB\ €@ 0 jikaweB\d }
Jelas bahwa Selg ¢,W _dan yeLg &,W . Dari definisi tersebut diperoleh bahwa
aoyelLp YW, rank p=1, rank aoy<1 sehingga Baoyelg ¥ W,k .
Berdasarkan definisi tersebut juga diperoleh:
Yoooa>€20oa > €DG-a Ca-atau-u- D= €= 5
Karena Rana=Fu, menurut Lemma 1, diperoleh qoyofBoca=a=a-0-p.
Sehingga untuk setiap b e F, maka berlaku :
Co=0&oyoboa ~®aoy oo, sehingga ©oelpg ¥ W,k 000 dan
Oo=0&-0op5 =€Qoc &P, sehingga Qacaofoly ¢ W,k . Akibatnya
Goclp U W,k 2000 aofolp YW,k _
Dengan kata lain jika € ¢ e Fa, maka € gely ¢ W,k 500 N aobolpy W,k _

dan menurut Akibat 1 maka € & € € . Dengan demikian terbukti Fa < € 4.

(ii ). Dibuktikan € 5 < Fa

Ambil Ae (x?q, maka menurut Lemma 2 berakibat Ran A< Ran«a, dan menurut

Akibat 1 berlaku A =ta +a o860 y untuk suatu teZ dan untuk suatu y e Lg € ,W, k:.
Akibat selanjutnya : Ran € -6o y =Ran € —to = Ranc .

Akan tetapi ue Rana=Fu (sebab rank «=1), maka terdapat veV sedemikian
sehingga €@ ¢ =u. Akibat selanjutnya € € -0oy =€ & ¥oy =€ ¥oy =cu
untuk suatu ce F .

Dengan demikian dipenuhi kondisi:

aelg ¢ W, Rana=Fu, 8o yecLp &/,W _sehingga € ®oy =cu untuk suatu
ceF, sehingga menurut Lemma 1 (ii) berlaku ao80 y =co. Akibatnya diperoleh:

A=ta+ao0oy =ta+ca=€+c xeFa. Dengan demikian dipenuhi € , = Fa



Dari (i) dan (ii) maka terbukti (x; =Fa

Sebagai hasil akhir dari penelitian ini diperoleh hasil suatu kondisi yang dapat menjamin
bilamana (qu membentuk quasi- ideal minimal dalam g @, W,k 3,6 .
Lemma 4. ( [1]: p.318). Misal aelg (/,W,k: sedemikian sehingga memenuhi kondisi

Rana ¢ Ker¢ dan Rand « Kere . Jika rank o =1, maka (z;4 adalah quasi- ideal minimal

dalam g €, W,k +6 .

Bukti:
Menurut Lemma 3, kondisi ini berakibat € 5 =Fa. Ambil Sc € 4\ &, maka S=aa

untuk suatu aeF, a=0

Akibatnya Ker = Ker «, sebab:

VeKer =€ B=0= ¢ %o =€agz=0=>va=0=>v=0 =>veKera

VeKera= € ¢=0, tetapi Vv'=av' untuk suatu V'eV. Akibatnya

@ =€ %o = ¢ B=0, sehingga v'e Ker B dan karena v'=av" sehingga a 2v'e Ker
atau "1v'b=0 atau a~t ¢ J=0. Diketahui a=0, sehingga alz0. Dengan demikian
¢ P=0 atau v'e Ker 3

Akibat lain adalah Ran = Ran «, sebab:

Ambil weRang, sehingga terdapat veV yang memenuhi € B=w, akibatnya
w= ¢ ®o = ¢a ¢ . Disimpulkan bahwa we Ran .

Ambil weRana, sehingga terdapat v'eV yang memenubhi, Q':a =w'. Karena v'eV , maka
terdapat aeF, a=0 dan veV sedemikian sehingga Vv'=av. Akibatnya
W= €v ¢ = ¢ € = ¢ J3. Dengan kata lain w'e Ran 8

Karena Ran f=Ran«a, maka rank =1 (sebab rank «=1). Menurut Lemma 3, berakibat

~

@ ; =Fa, sehingga berlaku juga F3=F €a = €a o =Fa. Akibatnya € ;=€ 4.

4. Simpulan
Berdasarkan hasil penyelidikan di atas dapat disimpulkan bahwa:

i. Misal oelg W : sedemikian sehingga Rana = F u untuk suatu u eW , maka berlaku:
a. Jika B, yeLg Q,W :sedemikian sehingga uf=uy maka cco f=axoy

b. JikapBelLg @,W : sedemikian sehingga ug=au untuk suatu ae F maka o - f=aca



ii. Misal &, Be Lg @ W,k _, jika Be € 4 dalamring € ¢, W,k 6 _maka
Rangc Ranca.

iii. Misal aeL,:V,W,k: sedemikian sehingga memenuhi Rana ¢ Kerf dan

Rand & Kere . Jika rank & =1, maka (z; =Fa dalam g € W,k +,6 .

iv. Misal aelg (/,W,k: sedemikian sehingga memenuhi Rana ¢ Kerd dan

Rand « Kerar. Jika ranka =1, maka (":al adalah quasi- ideal minimal dalam

Ce ¢ Wk h0 .

Daftar Pustaka

[1] Chinram, R., Kemprasit, Y. 2002. Minimal Quasi-ldeals of Generalized rings of Linear
Transformations. PU.M.A Vol. 13, No. 3, p: 317 — 324.

[2] Howie, J.M, 1976. An Introduction to Semigroup Theory. Academic Press, Ltd, London

[3] Kemprasit, Y. 2002. Regularity and Unit-Regularity of Generalized Semigroup of Linear
Transformations. Shoutheast Asian Bulletin of Mathematics 25, p:617 — 622



