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Abstrak 
 

Pada kajian sebelumnya telah dibuktikan bahwa himpunan transformasi linear dari 

ruang vektor X  ke dirinya sendiri , )(XL ,  membentuk semigrup reguler terhadap operasi 

biner komposisi fungsi. Dalam hal ini, ruang vektornya berdimensi hingga dan atas lapangan 

berkarakteristik nol. 

 Dalam kajian ini, akan diselidiki syarat perlu dan cukup struktur  himpunan transformasi 

linear  dari  ruang vektor X  ke ruang vektor Y masing masing atas lapangan berkarakteristik 

nol,  ),,( YXL  untuk  transformasi linear dari Y ke X    , terhadap operasi komposisi 

fungsi membentuk semigrup reguler. 

 Dapat dibuktikan bahwa syarat perlu dan cukup agar himpunan transformasi linear  dari  

ruang vektor X  ke ruang vektor Y masing masing atas lapangan berkarakteristik nol  adalah  

}0{},0{ YX  atau  isomorphisma dari  Y ke X . 

 

Kata kunci : Semigrup reguler, isomorphisma, komposisi fungsi 

 

 

1. Pendahuluan 
 

 Dalam tulisan sebelumnya [3] , telah dibuktikan bahwa himpunan semua 

transformasi linear dari ruang vektor  X  ke dirinya sendiri, yang dinotasikan dengan  

)(XL , akan membentuk semigrup reguler terhadap operasi biner komposisi fungsi. 

Dalam hal ini dibatasi untuk ruang vektor berdimensi hingga  dan atas lapangan 

berkarakteristik nol. 

Diperoleh hasil lain oleh Kemprasit [4] bahwa himpunan transformasi linear 

dari sebarang ruang vektor berdimensi hingga X  ke  ruang vektor berdimensi hingga 
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Y  yang dinotasikan dengan ),( YXL  juga membentuk semigrup reguler terhadap 

komposisi fungsi. Dalam tulisan  Kemprasit [2] juga digeneralisasi bahwa ),( YXL  

beserta ),( XYL  tertentu, himpunan  ),,( YXL  membentuk semigrup ),( YXL  

dengan operasi  yang didefinisikan sebagai berikut:  

  

untuk setiap , ),( YXL  

 

2. Landasan Teori 
 

 

Dalam penulisan ini akan dirujuk beberapa definisi terkait dengan semigrup 

yang diambil dari buku karya  Howie.  Pertama diberikan pengertian tentang 

semigrup: 

 

Definisi 1.(Howie: p.1)  Himpunan tak kosong S  yang dilengkapi dengan operasi 

biner  “ ”  dikatakan semigrup jika  bersifat asosiatif yaitu : Szyx ,,

 )()( zyxzyx  

 

Dari awal tulisan ini telah disinggung mengenai elemen reguler suatu semigrup, 

sehingga perlu diberikan definisi elemen reguler maupun semigrup reguler yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

 

Definisi 2. (Howie: p.5)   Misalkan ,S  semigrup. Elemen a  di S  disebut elemen 

reguler jika terdapat  Sx  sedemikian sehingga aaxa . Semigrup S  disebut 

semigrup reguler jika setiap elemen di  dalam  S  adalah  elemen reguler   

 

Misalkan ,.S , ,.T masing, masing adalah semigrup. Pemetaan TS:  

dikatakan homomorphisma  semigrup jika memenuhi: Syx, )()( yxxy . 
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Selanjutnya TSss :)(Im  disebut range dari . Kernel dari , dinotasikan 

ker  didefinisikan sebagai : )()(),(ker baSSba . 

Berikut diberikan definisi dan sifat – sifat transformasi linear yang diacu pada 

tulisan Cullen: 

 

Definisi 3. (Cullen: p.78 )  Misalkan X  dan Y  ruang vektor atas lapangan K  dan 

YXf :  adalah suatu pemetaan. Pemetaan  f  disebut transformasi linear apabila  

memenuhi kondisi: 

fbfafba )()()(  ,    Xba,    dan  K,  

 

Pada definisi berikut memberikan definisi dari suatu notasi terkait dengan suatu 

transformasi linear: 

 

Definisi  4. (Cullen:p.78)   Misalkan X dan Y adalah ruang vektor atas lapangan K. 

Jika YXf :  transformasi linear, maka  

a. XxyfxYyf suatu untuk  )(Im  

b. 0fxXxfKer )(  

 

 

3. Pembahasan 
 

 

Pada penulisan sebelumnya  [3], dibuktikan bahwa )(XL  yaitu himpunan 

semua transformasi linear dari ruang vektor berdimensi hingga X  atas lapangan 

berkarakteristik nol ke dirinya sendiri menbentuk semigrup reguler terhadap operasi 

biner komposisi fungsi. Berikut  digeneralisasi untuk semigrup dari himpunan semua 

transformasi linear yaitu untuk ),( XYL  tertentu dan dibentuk suatu himpunan 
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),,( YXL YXL ,  membentuk semigrup ),( YXL  dengan operasi  yang 

didefinisikan sebagai berikut:  

  

untuk setiap , ),( YXL .  

Sebelum dibuktikan suatu syarat perlu dan cukup himpunan ),,( YXL  

membentuk semigrup reguler terhadap komposisi fungsi, diberikan lemma sebagai 

berikut: 

 

Lemma 1:  

Jika  suatu isomorphisma dari Y  ke X , maka pemetaan )(),,(: XLYXL  

yang didefinisikan sebagai berikut:  

)(  

untuk semua ),,( YXL ,  adalah suatu isomorphisma dari ),,( YXL  ke )(XL , 

sehingga ),,( YXL )(XL  dan 1  adalah identitas pada ),,( YXL . 

 

Bukti : 

 Dibuktikan  suatu homorphisma 

Ambil sebarang , ),,( YXL , maka   dan diperoleh: 

  

   

 )()(   

 

 Dibuktikan   pemetaan 1-1 

Ambil sebarang , ),,( YXL  dengan )()( , sehingga  .  

Akibatnya  1 =  

 

 Dibuktikan  pemetaan pada ( onto ) 
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Ambil sebarang ),,( YXL , karena   suatu isomorphisma dari Y  ke X , 

maka ada 1 , suatu pemetaan dari X  ke Y . Sehingga 1  ),,( YXL , 

akibatnya 1 ),,( YXL  dan diperoleh  11)( = . 

 

           ■ 

 

 Teorema berikut menjelaskan tentang syarat perlu dan cukup suatu semigrup 

),,( YXL  membentuk semigrup reguler: 

 

Teorema 1: 

Semigrup ),,( YXL  membentuk semigrup reguler jika dan hanya jika }{0X , 

}{0Y atau isomophisma  dari Y  ke X . 

 

Bukti :  

 

Diasumsikan }{0X , }{0Y  dan  bukan isomorphisma, sehingga Im X  atau 

}{ker 0 .  

Kasus 1 : Im X  

Karena 1Y , maka Y  memuat vektor tak nol, sebut y . Andaikan 1B  adalah basis 

untuk Im  dan 2B  adalah basis untuk X , sehingga 1B 2B . Karena Im X , 

maka 21 BB . Selanjutnya bentuk suatu transformasi linear YX:  yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

12

1

BBxy

Bx0
x

\
)(  

Maka diperoleh }{Im yspan , suatu sub ruang dari Y yang dibangun / direntang 

oleh y . 
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Karena  Im 1Bspan  dan 0B1)( , sebagai akibat dari 0  dengan 0  adalah 

transformasi nol dari )(YL .  Konsekuensinya ),( YXL0  untuk 

setiap ),( YXL . Sehingga  bukan elemen reguler dalam ),,( YXL , atau 

),,( YXL  bukan semigrup reguler. 

 

Kasus 2 : }{ker 0  

Sehingga terdapat Yy  dengan 0y . Misalkan B  basis untuk X . Karena }{0X  

maka  B .  Bentuk suatu transformasi linear YX: yang didefinisikan sebagai  

yx)(  untuk setiap Bx  sehingga }{Im yspan . Karena X0y)( , maka 

diperoleh )(XL0 , sehingga  0 ),,( YXL  untuk semua 

),( YXL . Sehingga  bukan elemen reguler dalam ),,( YXL , atau ),,( YXL  

bukan semigrup reguler. 

 

 

Diasumsikan }{0X , atau }{0Y , maka 1YXL ),,(  sehingga dengan 

sendirinya terbukti. Selanjutnya diasumsikan bahwa  adalah isomophisma  dari Y  

ke X .. Dengan menggunakan Lemma 1 diperoleh bahwa ),,( YXL )(XL . Karena  

)(XL  semigrup reguler, maka ),,( YXL  semigrup reguler juga.  

 

           ■ 

 

4. Kesimpulan 

 

Berdasarkan uraian dalam pembahasan tersebut, dapat disimpulkan bahwa 

semirgrup ),,( YXL  membentuk semigrup reguler jika dan hanya jika }{0X , 

}{0Y atau isomophisma  dari Y  ke X . 
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