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Abstrak

Diberikan R adalah daerah integral dan n adalah integer positif dengan
n>2,serta M R/ adalah himpunan semua matriks bujur sangkar dengan orde nxn

atas R. Dibentuk suatu himpunan bagian dari MnR: yaitu himpunan matriks di
Mne: yang invertibel yang selanjutnya dinotasikan dengan Gne:. Himpunan
MnR: ini membentuk semigrup terhadap operasi perkalian matriks biasa, Gne:
membentuk subsemigrup. Untuk suatu semigrup S, s0=s jika semigrup S memuat
elemen nol dan S°=S U Q jika semigrup S tidak memuat elemen nol. Suatu

semigrup S dikatakan admit struktur ring jika terdapat suatu operasi + pada 50
sedemikian sehingga 60 i membentuk struktur ring.

Dalam tulisan ini diselidiki sifat subsemigrup Gy, (2:, juga subsemigrup dari
Mg, R:, yaitu semua matriks yang determinannya +1.

Diperoleh hasil bahwa: baik G,, @ _ maupun subsemigrup dari G, @ _ yaitu
himpunan semua matriks yang determinannya +1 bukan merupakan semigrup admit
struktur ring. Hal ini sebagai suatu akibat bahwa subsemigrup dari GnR’ yang

memuat semua matriks yang determinannya +1 bukan merupakan semigrup admit
struktur ring.

Kata Kunci: Daerah integral, Semigrup, Semigrup, admit struktur ring

1. Pendahuluan
Dalam penelitian oleh Yupaporn Kemprasit & Manoj Siripitukdet, telah
diteliti tentang sifat-sifat suatu semigrup matriks atas ring dengan elemen satuan
yang merupakan semigrup admit struktur ring. Daerah integral merupakan ring
dengan elemen satuan yang tidak memuat pembagi nol sejati ( Adkins : 50 ).

Dengan demikian, daerah integral merupakan ring.
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Diberikan R adalah daerah integral dan n adalah integer positif dengan

n>2, serta M, @ adalah himpunan semua matriks bujur sangkar dengan orde
nxn atas R. Dibentuk suatu himpunan bagian dari M, @ yaitu himpunan
matriks di M, R: yang invertible, selanjutnya dinotasikan dengan Gy, R:, yaitu:
G, @ = AecM, @] A invertibel
Himpunan ini merupakan semigrup dari M, R:.
Dari sifat matriks M, @ diperoleh bahwa matriks A € M, @ _ invertibel
jika dan hanya jika det AcU(R), dengan U(R) adalah himpunan semua unit di
R. Dengan kata lain Ae MnR: invertibel jika dan hanya jika detA invertible di
R (Brown : 16 ). Dengan demikian, himpunan G, R: dapat dinyatakan
sebagai: G, @ = AeM, R:[ det A invertibel di R . Selanjutnya himpunan
AcM,QJdetA=+1 § G, €, dan jika R merupakan lapangan, maka

himpunan G, @ = A<M, @ ] det A=0 . Sifat determinan yang lain , antara lain:

det(AB) =det Adet B untuk setiap A, BeM,@ dan det At =(det A)™} untuk
setiap Ae M, @ (Brown :16).
Untuk suatu semigrup S, s=s jika semigrup S memuat elemen nol

dan $°=S U & jika semigrup S tidak memuat elemen nol. Suatu semigrup S

dikatakan admit struktur ring jika terdapat suatu operasi + pada 5% sedemikian
sehingga 60,+,./ membentuk struktur ring ( Kemprasit & Siripitukdet : 409 ). Dari
definisi tersebut, maka semigrup M, R: merupakan admit struktur ring terhadap

operasi standar penjumlahan matriks.

Dalam tulisan ini diselidiki sifat subsemigrup GnR: maupun himpunan

bagian dari G, R:, yaitu himpunan semua matriks yang determinannya +1.

2. Pembahasan
Lemma berikut menyatakan salah satu sifat semigrup Mn(R),.:, dengan R

adalah daerah integral dengan karakteristiknya tidak sama dengan dua, yang akan

berguna untuk pembuktian pada teorema selanjutnya:



Lemma 2.1. ( Yupaporn & Siripitukdet: 410 ). Misalkan R adalah daerah integral

dengan karakteristiknya tidak sama dengan dua. Jika AeM,(R)sedemikian
sehingga AB=BA untuk setiap Be M,(R) dengan detB=+1, maka A=al untuk

suatu aeR dengan | adalah matriks identitas nxn atas R.

Bukti:

Diketahui

Himpunan R adalah daerah integral dengan karakteristiknya tidak sama dengan dua.
Matriks Ae M,(R), AB=BA untuk setiap B e M,(R) dengan detB=+1

Dibuktikan

A=al untuk suatu aeR dimana | adalah matriks identitas nxn atas R.
Pembuktian

Untuk membuktikan lemma ini, maka untuk setiap k=12,...,n

dibentuk suatu matriks C(k)eMn(R), dengan entri-entrinya

didefinisikan sebagai berikut:

-1 jikai=j=Kk
ci{)=11 jikai=j=k
0, untukyanglain

-1 0 .. 0 1 0 .. 0

O 1 .. 0 0o -1 .. 0
Sehingga diperoleh c® = c@_

1 0
dan ¢ = ! 0
0 O -1



Dengan demikian diperoleh: detc® =_1 untuk setiap k=12,..,n.

Menurut yang diketahui, dipenuhi: AC®) =c® A untuk setiap
k=12,..,n. Selanjutnya, jika i, j=12,..,n dan i= j diperoleh:

AN n . . ~N n .
Sehingga diperoleh Aj =-A;j, atau 2A;=0. Dengan mengingat
AjeR dan R adalah daerah integral dengan karakteristik tidak

sama dengan dua, maka persamaan tersebut hanya dipenuhi untuk
Aj =0 untuk setiap i, j=12,..,n dan i=j.
Selanjutnya, untuk setiap k=12,..,n dibentuk suatu matriks
DM em n(R) dengan entri-entrinya didefinisikan sebagai berikut:
1 jika i=]
D{) =11 jika i=1j=k
0 untuk yanglain

1 0 .. 0 1 1 .0
Sehingga: pw_0 1 - 0 , p@_|0 1 .0 )
00 .1 00 .1
1 0 1
DM _ 0 1 0
0 0 1

Sehingga det D®) =1 untuk setiap k=12,..,n. Menurut yang

diketahui, maka dipenuhi: AD®) — DA untuk setiap k=12,...,n,

dan diperoleh juga:

AN n - . ~N n .
6‘D(I)jj _ IzlAilegi') = A dan 6(I)Ajj _ kz Di(ll)Aki = A

Sehingga diperoleh Ajp =Ap =...= Ay,
Dari kondisi Ajj =0 untuk i= j dan Ajp=Agy =..= Ay, maka:



o

>

=
o
-
o

o
[

0 0 .. A 0

Sehingga A=al, dengan a=A;; .

Sudah dijelaskan di depan bahwa Mn(R),.: membentuk semigrup.
Sementara itu, dari himpunan M,(R) dapat dibentuk suatu himpunan bagian, yaitu
himpunan semua matriks di M,(R) yang mempunyai invers, atau invertibel.
Selanjutnya  himpunan tersebut dinotasikan dengan G,(R), sehingga
G,h(R) = AeMn(R)|A invertibel Himpunan ini merupakan subsemigrup dari
Mn(R),.:. Teorema berikut menjamin bahwa himpunan semua matriks — matriks

yang invertible dengan determinannya +1 bukanlah suatu semigrup admit struktur

ring.

Teorema 2.1. ( Yupaporn & Siripitukdet: 411 ) Misalkan R adalah daerah integral
dengan karakteristiknya tidak sama dengan dua. Jika S subsemigrup dari G,(R)
yang memuat semua matriks Ae G,(R) dengan detA=+1, maka S bukan semigrup

admit struktur ring.

Bukti:

Diketahui

R adalah daerah integral dengan karakteristiknya tidak sama dengan dua.

S subsemigrup dari G,(R) yang memuat semua matriks Ae G,(R) dengan
detA=+1

Dibuktikan : S bukan semigrup admit struktur ring

Pembuktian : Misalkan terdapat operasi biner & pada 5% sedemikian sehingga

o,



membentuk suatu ring. Jelas bahwa detl =1, sehingga | €S dengan
| adalah matriks identitas dengan ukuran nxn atas daerah integral
R. Sehingga terdapat matriks AeS sedemikian sehingga dipenuhi
| ® A=0, dan untuk setiap BeS berlaku:
BE@AB=(1®A)B=0=B(l ®A)=B®BA

Hal ini berakibat AB=BA untuk setiap B €S . Dengan menggunakan
Lemma 2.1, maka dipenuhi A=al untuk suatu aeR. Dengan
demikian dipenuhi juga | ®@al =0.

Selanjutnya dibentuk C e M, (R), dengan entri-entrinya didefinisikan

sebagai berikut:

1 ,jka i=1j=2
1 ,jka i=2,j=1
Cjj = N L
1 ,jika i=j=>3
0 ,untuk yang lain
yaitu:

[0 1 0 - 0]

100 -0
C= 01 0

00 0 - 1

Jelas bahwa C=#1,C=al,C%>=1,detC=-1, sehingga CeS.

Diketahui bahwa | ®@al =0 dan C=al, sehingga dipenuhi | ®@C =0.

Diketahui bahwa S subsemigrup dari G, (R), sehingga:
C(1®C)=C@®C?’=C@®Il=1aC

Dipenuhi pula 1®C=0, sehingga persamaan tersebut hanya

dipenuhi C=1. Hal ini kontradiksi dari yang dibentuk., yaitu C=#1.

Akibatnya S bukan semigrup admit struktur ring



Akibat dari Teorema 2.1 menyatakan bahwa grup G,(R) dan suatu subgrup

G, (R), yaitu himpunan matriks di G,(R) yang determinannya adalah +1 bukan

merupakan semigrup admit struktur ring. Selengkapnya diberikan sebagai berikut:

Akibat 2.1. Jika R adalah daerah integral dengan karakteristik tidak sama dengan

dua, maka G,(R) dan subgrup G,(R), yaitu himpunan matriks di G,(R) yang

determinannya adalah +1 bukan merupakan semigrup admit struktur ring.

Bukti:
Diketahui

Dibuktikan

Pembuktian

: R daerah integral dengan karakteristik tidak sama dengan dua,
G, (R) suatu grup
U= AcG,(R)| det A=+1

. Gy(R) dan A< G, (R)| det A= +1 bukan semigrup admit stuktur ring

¢ Diketahui G,(R) suatu grup, maka dengan sendirinya

merupakan semigrup, yang sekaligus merupakan subsemigrup

trivialnya. Diketahui pula Gh(R) memuat
U= ;é{e Gn(R)| det A=+1 Sehingga menurut Teorema 2.1
berakibat G,(R) bukan merupakan semigrup admit struktur ring.
Diketahui U = Ae Gn(R)| det Azili suatu subgrup, maka

dengan sendirinya merupakan subsemigrup. Jelas bahwa U
memuat semua matriks dengan determinannya +1. Sehingga

menurut Teorema 2.1 berakibat U= ZecG,(R)| detA:ili

bukan merupakan semigrup admit struktur ring.
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