Diktat Aljabar Linear IT

BAB Il
TRANSFORMASI LINEAR

A. DEFINISI TRANSFORMASI LINEAR
Jika V,W masing masing adalah ruang vektor, maka V,W masing — masing
merupakan himpunan. Dengan demikian dapat dibuat suatu fungsi antara V dan W .
Terkait dengan struktur dari V dan W , maka didefinisikan suatu operasi penjumlahan
vektor dan perkalian skalar. Definisi operasi tersebut, dapat berbeda. Suatu fungsi
dari ruang vektor ke ruang vektor yang mengawetkan ( preserve ) sifat keterjumlahan
dan perkalian skalarnya disebut transformasi linear. Untuk lebih jelasnya diberikan

definisi transformasi linear sebagai berikut:

Definisi 3.1. Diberikan €,+ dan @ ,®* masing-masing adalah ruang vektor.
Suatu fungsi T:V —W yaitu suatu fungsi dari V ke W disebut transformasi linear
jika dipenuhi:

0. Quvev TU+V)=TU)®TV)

(ii). (zﬁev \ﬁa’e R:T(aoa):a*T(a)

Contoh 3.1:

Diberikan ruang vektor M, dan R? relatif terhadap operasi standard -nya.

Selanjutnya didefinisikan suatu fungsi T dari M,,, ke R? yaitu:

b - : : i
Tﬂa dD:ea+d’b_2C; Fungsi T dari M, ke R? merupakan transformasi
C

linear.

Bukti:

(i). Ambil sebarang vektor di M,,,, misal A:E (ﬂ B:E, 2} sehingga:
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a+a b+b

T(A+ B):T{ }:Q(a+a')+(d+d'),(b+b')—2(c+c'):
c+c d+d'

= Qa+d)+(2a'+d"), (b —2¢) + (b'—2c")
= Qa+d,b—2c ¥(2a'+d",b-2c")
=T(A)+T(B)

(ii). Ambil sebarang vektor di M., misal A:{: (ﬂ dan skalar « R sehingga

- : b ~ ~
TQA/=T([aa “ B=Qa.a+a.d,a.b—2a.c/=a.Qa+d,b—ZC/=a.T(A)
ac ad

Latihan soal 3.1
Selidikilah apakah fungsi berikut merupakan transformasi linear:

1. T:R?-R3, dengan aturan sebagai berikut:
a. Tqxy) =(x*-y,x+y2y)

b. Tqxy) =(x-y,X+Yy,Vx)

o

Tqx,Y) =(x—y,x+y+12y)
d. TQxY) =(x—y,x+Y.2y)
2. T:P, > R% dengan aturan sebagai berikut:

T(a+bx+cx2):(a+2b,b+c,a+b+c2)

o

T(a+bx+cx2):(\/§+2b,b+2c,—2a+b+c)

o

c. T(a+bx+cx?)=(a+2bb+c,a+b+2)

d. T(a+bx+cx?)=(a+2b,30+c,—a+b-3c)

3. T:P, > My, dengan aturan sebagai berikut:
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[a+b 2b
a. T(a+bx+cx2):( ar +CD
|2a-Cc b-c
[a+b+1 2b
b. T(a+bx+cx?)= a+b+ e
[ 2a-b+c b-c
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4. Himpunan bilangan real R merupakan ruang vektor terhadap operasi penjumlahan
yang didefinisikan dengan x+y=xy dan perkalian skalar yang didefinisikan
dengan: a.x=x%. Jika dibentuk P, merupakan ruang vektor terhadap operasi
standard-nya. Selanjutnya dibentuk suatu pemetaan dengan aturan sebagai berikut:
T:P1—>R, T(a+bx)=2a+b

B. SIFAT TRANSFORMASI LINEAR; KERNEL DAN JANGKAUAN
Dari defnisi transformasi linear sebelumnya, maka sifat-sifat transformasi yang

terangkum dalam teorema berikut dipenuhi untuk setiap transformasi linear.

Teorema 3.1. Jika T:V —W merupakan transformasi linear, maka berlaku:
a 10
b. T(-v)=-T(v)

c. T(v—w)=T(v)-T(w)

Selanjutnya, masih terkait dengan transformasi linear. Transformasi linear merupakan
suatu fungsi, sehingga juga dikenal suatu image ( jangkauan ) dari transformasi linear,

maupun kernel yang didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 3.2. Jika T:V —W merupakan transformasi linear, maka himpunan vektor-
vektor di V yang dipetakan ke vektor nol di W disebut kernel ( ruang nol ) dari T dan
selanjutnya dinotasikan dengan ker(T). Himpunan semua vektor-vektor di W yang
merupakan bayangan T disebut sebagai jangkauan dari T, dan selanjutnya

dinotasikan dengan R(T).

Berdasarkan definisi tersebut, maka ker(T) = E{EV ‘ T(v)=0 . Himpunan ker(T) bukan

merupakan himpunan kosong, sebab paling tidak beranggotakan 0eV . Hal ini sesuai
dengan sifat transformasi linear Teorema 3.1.a. Selanjutnya jangkauan dari T dapat
dinyatakan sebagai himpunan : R(T) = ﬁeW‘T(\_/)zv_v,untuksuatux_/ev . Himpunan
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R(T) juga bukan merupakan himpunan kosong, hal ini sesuai dengan Teorema 3.1.a,
jadi paling tidak memuat 0eW . Himpunan ker(T) merupakan himpunan bagian dari
V, dan R(T) adalah himpunan bagian dari W . Kedua himpunan ini merupakan sub

ruang vektor, yang selengkapnya diberikan pada Teorema berikut:

Teorema 3.2. Jika T:V —W merupakan transformasi linear, maka:

a. Himpunan ker(T) merupakan sub ruang vektor dari V
b. Himpunan R(T) merupakan sub ruang vektor dari W

Kedua himpunan tersebut membentuk sub ruang vektor, maka dengan sendirinya
himpunan-himpunan itu memenuhi seluruh aksioma untuk runag vektor. Dengan

demikain keduanya merupakan ruang vektor, sehingga mempunyai dimensi.

Contoh 3.2
Dari  Contoh 2.1,  diketahui bahwa T:M,, > R?,  dengan

a b - o _
T[L dD=¢a+d,b—2c/ merupakan transformasi linear. Selanjutnya, tentukan

R(T) dan ker(T).

Jawab:

ker(T) = Re Moy,

={[a b}|(2a+d,b—2c)=(0,0)}
c d

Dari kondisi tersebut, diperoleh: 2a+d =0 atau d =—2a dan b—2c=0 atau

T(A)=0

b=2c. Dengan demikian, diperoleh:

ker(T) ={E (ﬂ| d =-2a, b=2c}:{2 —Zgap a,ce R}

Basis dari ker(T) adalah {[; 02}{2 ﬂ} dan dimensi dari ker(T)=2
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b b
TH: d}]:(x,y), untuksuatuﬁ1 d}Eszz}

= G y)eR? a+d,b-2¢)=(xy)

Jadi dari kondisi tersebut diperoleh x=2a+d, y=b-2c. Dalam hal ini nilai

R(T) ={(x, y) e R?

a,b,c,d e R bebas, dalam arti berlaku untuk semua nilai R. Dengan demikian
nilai x,y ada untuk nilai a,b,c,d R manapun. Sehingga R(T)=R2. Dimensi

dari R(T)=2. Basisnya sama dengan basis untuk R?.
Latihan 3.2
Tentukan ker(T), R(T), dimensi dan basis untuk ker(T) maupun R(T) dari transformasi

linear berikut:

1. T:M,,, — P, dengan aturan sebagai berikut:

a. T(: s]:(a+d)+(2b—c)x+(a+2b—c+d)x2
—a. b— 2
b. T c d =(@-2d)+(-b+c)x+(a+b+c+d)x

2. T:R?->M,,,, dengan aturan sebagai berikut:

- 2
a. T(x,y)={x y x+y}
y - X
3y 2x-
b. T(x,y){x+ Yo y}
—X+2y -—-2X
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