Diktat Aljabar Linear IT

BAB Il
RUANG HASIL KALI DALAM

Dalam ruang vektor R", dipelajari tentang hasil kali titik ( Hasil Kali dalam Euclid) dari

dua vektor u = (uy,Uy,...,Uy) dan v==(vy,v,,...,vy) yang didefinisikan sebagai:

UV =UqVq + UpVy +.... + UpVy,

Dari definisi tersebut, mudah dibuktikan bahwa hasil kali titik memenuhi sifat sebagai berikut:

i. uv=vu ( komutatif )
i u.€+w =uv+uw ( Distributif )
iii. €uy=s.(v,untuk setiap s<R ( Homogen )

iV. uu>0, uU=0&u=0

Jika diperhatikan, hasil kali dalam merupakan aturan pengawanan dari setiap pasang vektor di

R" ke bilangan real. Selanjutnya, perhatikan contoh berikut:

Contoh 2.1

Diberikan ruang vektor R® dan suatu pemetaan <,>:R3><R3—>R yang didefinisikan
<G,\_/>=3u1v1+2u2v2 +Ugvg, dengan u=(uj,up,uz) dan v=(v;,Vp,v3) maka pemetaan ini

memenuhi sifat (i) — (iv).

Bukti:
M Ambil sebarang vektor di R®, misalkan u=(ug,Up,uz) dan v=(vy,v,,v3), maka dipenuhi:
<a,\_/> =3UpVq + 2U5V5 +UgV3

=3vjUq + 2VoUy + VU3 ( Sifat komutatif perkalian bilangan real )
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- <\7,ﬁ> ( definisi pemetaan )

(i)  Ambil sebarang vektor di R®, misalkan u=(uy,Up,Ug), V=(v;,V5,V3), W=(Wy, Wy, W3),
maka dipenuhi:
<G,\_/+v_v> =((ug,Up,Uz), (V1 + Wy, Vp + Wy, V3 + W3)
=3uy (Vg +Wp) + 2Up (Vo +Wy) + Ug (V3 +Wg)
=3UqVy + 3UgWy + 2UpV) + 2UoWo + UgVg + UgWa
= QuyVy + 2U5V; + UgVs 3 QU3W5 + 2U3Ws + UgWg
~ () + (W)
(iii)  Ambil sebarang vektor di R®, misalkan u =(uy,uy,u3) dan v=(vq,v,,v3) dan seR, maka
dipenuhi:
<sa,\_/> =((suy, su,sug), (Vq,V2,V3)) = 3sUgVy + 25U,V + SUgVs

=S (3V1U1 + 2V2U2 + V3U3)

-5 {v.a)

(iv)  Ambil sebarang vektor di R®, misalkan u = (uy,u,,uz), maka:
<G, a> = 3u12 + 2u§ + u32
Jelas bahwa u? >0 untuk setiap i=1,2,3 dengan demikian <G,G> =3u? +2u3 +u >0

u? =0 < u; =0, akibatnya <G,G>:0®ui2:0 untuk setiap i=1,2,3 yang dipenuhi jika

dan hanya jika u; =0 untuk setiap i=1,2,3 atau u=(0,0,0)=0.

Dari Contoh 2.1 di atas disimpulkan bahwa, ada suatu pemetaan yang didefinisikan
berbeda dengan hasil kali titik, tetapi masih memenuhi semua sifat hasil kali titik. Berangkat dari
kondisi demikian, maka diangkat suatu definisi hasil kali dalam yang merupakan generalisasi

dari hasil kali titik untuk sebarang ruang vektor. Selengkapnya diberikan sebagai berikut:
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Definisi 2.1. Suatu pemetaan yang membawa setiap pasang vektor pada sebarang ruang vektor

V atas bilangan real ke bilangan real disebut hasil kali dalam, yang dinotasikan dengan ( , )

jika memenuhi axioma-axioma sebagai berikut:

(i)  Untuk setiap u,veV berlaku <G,\_/>=<\_/,G>
(i)  Untuk setiap u,v,weV berlaku <G,\_/+\7v>:<ﬁ,\_/>+<ﬁ,v_v>
(iii)  Untuk setiap « <R, u,veV berlaku <a G,\_/>=a<ﬁ,\_/>

(iv)  Untuk setiap ueV berlaku <G,G>2O dan <G,G>=0@G=5

Selanjutnya, ruang vektor yang didalamnya didefinisikan suatu hasil kali dalam disebut

ruang hasil kali dalam.
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