2 SISTEM PERSAMAAN
LINIER

matematika yang banyak dijumpai di dalam berbagai disiplin,

termasuk matematika, statistika, fisika, biologi, ilmu-ilmu sosial,
teknik, dan bisnis. Sistem-sistem persamaan linier muncul secara lang-
sung dari masalah-masalah nyata, dan merupakan bagian dari proses
penyelesaian masalah-masalah lain, misalnya penyelesaian sistem persa-
maan non-linier simultan.

Suatu sistem persamaan linier terdiri atas sejumlah berhingga per-
samaan linier dalam sejumlah berhingga variabel. Menyelesaikan suatu
sistem persamaan linier adalah mencari nilai-nilai variabel-variabel terse-
but yang memenuhi semua persamaan linier yang diberikan.

Pada dasarnya terdapat dua kelompok metode yang dapat digu-
nakan untuk menyelesaikan suatu sistem persamaan linier. Metode per-
tama dikenal sebagai metode langsung, yakni metode yang mencari
penyelesaian suatu sistem persamaan linier dalam langkah berhingga.
Metode-metode ini dijamin berhasil dan disarankan untuk pemakaian se-
cara umum. Kelompok kedua dikenal sebagai metode tak langsung atau
metode iteratif, yang bermula dari suatu hampiran penyelesaian awal dan
kemudian berusaha memperbaiki hampiran dalam tak berhingga namun
langkah konvergen. Metode-metode iteratif digunakan untuk menyele-
saikan sistem persamaan linier berukuran besar dan proporsi koefisien
nolnya besar, seperti sistem-sistem yang banyak dijumpai dalam sistem
persamaan diferensial.

S istem persamaan linier merupakan salah satu model dan masalah

2.1 Pengertian dan Contoh

Suatu persamaan dalam matematika merupakan sebuah ekspresi ke-
samaan (memuat tanda sama dengan, “=") yang melibatkan konstanta,
variabel, dan operasi-operasi hitung/matematika. Di dalam sebuah per-

samaan, komponen-komponen yang dijumlahkan atau dikurangkan dise-



2.1 Pengertian dan Contoh

maan linier.

a11T1 + a12T2 + ... + G1nTy == b1

a21%1 + a99s + ...+ agpy, = by

as1rq + a32x9 +...+ a3nTn = b3 (21)

121 + ap2Z2 + ...+ appT, = by
Kuantitas-kuantitas a;; (untuk 7, j =1, 2, ..., n) disebut koefisien. Nilai

koefisien-koefisien a;; dan ruas kanan b; pada setiap persamaan diketahui.
Kuantitas-kuantitas z;; disebut variabel, yang nilainya belum diketahui
dan hendak dicari.

Sistem persamaan di atas dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai
AX =B

dengan A adalah sebuah matriks n x n:

ail a19 AT
as21 A9 ... QA9p
A= asy a3z ... Qa3p
anp1 Qp2 ... QAapn

dan X dan B adalah vektor-vektor n-komponen:
X = (21,22,23,...,2)" B = (b1, ba,bs,...,bn)""

dengan pangkat 7" menyatakan operasi transpose matriks, yakni mengu-
bah baris menjadi kolom dan kolom menjadi baris.

Matriks A disebut matriks koefisien, vektor kolom B sering disebut
vektor konstanta. Gabungan matriks A dan vektor kolom B, yakni ma-
triks n x (n + 1) (A | B), disebut matriks augmented dari SPL (2.1).

Apabila semua nilai b; = 0 untuk ¢ =1, 2, ..., n, maka SPL (2.1) dise-
but sistem homogen. Jika terdapat b, # 0 untuk suatu 1 < k£ < n, maka
SPL (2.1) disebut sistem tak homogen. Sistem homogen memegang per-
anan penting untuk mengetahui ada tidaknya penyelesaian SPL (2.1). Teo-
rema berikut meringkaskan beberapa hasil penting tentang sistem-sistem
persamaan linier.

Penulisan SPL (2.1)
dalam bentuk
persamaan matriks.
Pengertian matriks
koefisien, matriks
konstanta, dan
matriks augmented.
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2.1 Pengertian dan Contoh 55

Perhatikan bahwa titik potong kedua garis tersebut merupakan penyelesaian SPL
di atas. O

-2 -1 1 2 3

Gambar 2.1: SPL dengan penyelesaian tunggal dapat disajikan dengan
grafik kurva-kurva linier yang berpotongan di satu titik.

CONTOH 2.2.
Perhatikan SPL Contoh SPL dalam dua
variabel yang tidak
z1+3z2 = 5 konsisten
3(171 + 9:172 =
Jika persamaan kedua dikurangi tiga kali persamaan pertama maka kita dapatkan
0 = 7—15. Iniartinya SPL tersebut tidak mempunyai penyelesaian. Apabila kita
plot kedua garis yang menyajikan kedua persamaan linier di atas kita dapatkan
dua buah kurva linier yang tidak berpotongan, seperti terlihat pada Gambar 2.2.
Kedua garis tersebut saling sejajar satu sama lainnya. O
CONTOH 2.3.
Perhatikan SPL Sebuah SPL yang
terdiri atas dua buah
201 +3z2 = 5 persamaan linier yang

ekivalen bersifat tidak
konsisten.

4r1 + 622 = 10
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2.2 Eliminasi Gauss

2.2 Eliminasi Gauss

Metode eliminasi Gauss digunakan untuk menyelesaikan sebuah sistem
persamaan linier dengan mengubah SPL tesebut ke dalam bentuk sistem
persamaan linier berbentuk segitiga atas, yakni yang semua koefisien di
bawah diagonal utamanya bernilai nol. Bentuk segitiga atas ini dapat dis-
elesaikan dengan menggunakan substitusi (penyulihan) balik.

Untuk mendapatkan bentuk SPL segitiga dari SPL yang diketahui,
metode eliminasi Gauss menggunakan sejumlah operasi baris elementer
(OBE):

1. Menukar posisi dua buah persamaan (dua baris matriks augmented)

2. Menambah sebuah persamaan (baris matriks augmented) dengan
suatu kelipatan persamaan lain (baris lain)

3. Mengalikan sebuah persamaan (baris matriks augmented) dengan
sebarang konstanta taknol.

Pemakaian operasi-operasi baris elementer di atas pada sebuah SPL
tidak akan mengubah penyelesaikan SPL yang bersangkutan. Jelas bahwa
penyelesaian sebuah SPL tidak tergantung pada susunan penulisan per-
samaan, sehingga operasi baris nomor 1 dapat dipakai. Dalam setiap per-
samaan, kedua ruas menyatakan nilai yang sama, sehingga operasi baris
nomor 2 dapat digunakan. Demikian pula, operasi baris nomor 3 meng-
hasilkan persamaan yang ekivalen.

Sekarang kita akan menjelaskan proses eliminasi Gauss ini melalui
sebuah contoh. Perhatikan SPL

3z1 + 4x2 + 323 = 16 (A)
1+ dxo — x5 = —12 (B)
61 + 322 + Tx3 = 102 (©)

1. Eliminasi z; dari persamaan (B) dan (C):

3z1 + 422 + 323 = 16 (A)
1 11 52
(C) —2x (A) =====> —bx9 + 23 =70 (E)

Operasi baris
elementer pada metode
eliminasi Gauss
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Bab 2. Sistem Persamaan Linier

2. Eliminasi x5 dari persamaan (E):

3(171 + 4:172 + 3(173 =16 (A)

11 2
EZEQ — 2]73 = —% (D)

15 19 510

E —_ D = —_— —_ —
(B) + 13 % (D) > G

3. Hitung xr3, T9, I1:

Dari (F) diperoleh z3 = —%. Masukkan nilai z3 ke dalam (D)
diperoleh %$2 = —% — % = —%. Jadi, zo = —%. Ma-

sukkan nilai-nilai z3 dan z2 ke dalam (A) untuk mendapatkan z;:
3r; =16 + % + % = %, T = % = 58. Jadi, vektor penyele-

saian SPL di atas adalah (58, — 2% —310),

Metode Eliminasi Gauss terdiri atas dua tahap:

1. Eliminir secara berturut-turut variabel-variabel z1, z2, x3, ..., Tp_1
dari beberapa persamaan.

2. Masukkan kembali nilai-nilai yang sudah didapat ke dalam
persamaan-persamaan tersebut untuk mendapatkan nilai-nilai yang
belum diketahui di antara z,,, ,,—1, Zpn—2, ..., Z1.

Secara umum, misalkan kita mempunyai SPL seperti pada (2.1):

a1121 + ajoo + ...+ apxy, = by
a1 + a22X9 + ...+ a9nTn = bg
a31x1 + azoxo + ... +aspxry, = by
ap1Z1 + apoto + ... + appnxtn = by

Berikut adalah langkah-langkah eliminasi Gauss untuk SPL (2.1):
Tahap I: Eliminasi

1. Eliminir z; dari persamaan-persamaan kedua, ketiga, ..., ke-n.
Dengan kata lain, buat koefisien-koefisien z; pada persamaan-
persamaan kedua, ketiga, ...ke-n kenjadi nol. Hal ini dapat di-
lakukan dengan mengurangkan suatu kelipatan persamaan per-
tama dari persamaan-persamaan kedua, ketiga, ..., ke-n. Proses
ini mengubah nilai-nilai koefisien-koefisien z;, a;;, dan konstanta
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Bab 2. Sistem Persamaan Linier

Akhir tahap I proses
eliminasi Gauss adalah
SPL bentuk segitiga
atas yang ekivalen
dengan SPL semula.

Tahap II metode
eliminasi Gauss adalah
proses substitusi
(penyulihan) mundur.

Elemen pivot, baris
pivot, penentuan pivot
parsial

(k+1),k+2,...,dan ke-n, dengan cara mengurangkan kelipatan

mip = g]ﬁ baris ke—k dari baris ke—i, untuki =k + 1, k+2, ..., n:
Qjj = Gjj — My X Gy untuk & < j < n, dan (22)
b; = b; — my X by (k—|—1)§z§n (2.3)

4. Akhirnya, setelah kita berhasil mengeliminir variabel-variabel zi,
T2, T3, ..., Tn—1 dengan menggunakan operasi-operasi seperti di atas

kita dapatkan SPL
a11ry + a2y + ai13r3 +...+apTy, = b1
0 4+ agres + a9gxry +...+amr, = by
0 + 0 4+ aszzr3 +...4+az,xr, = b3 (2.4)

0 + 0 + 0 + ...+ apprn, = by

dengan matriks koefisien berupa matriks segitiga atas (elemen-
elemen di bawah diagonal utama bernilai nol).

Tahap II: Substitusi
Pada tahap ini kita perlu menghitung nilai-nilai z,,, z,—1, zn—2, ...,
z1. Dari SPL (2.4) kita dapat melakukan substitusi mundur sbb.:
1. Dari persamaan terakhir didapat =, = by, /any.
2. Dengan memasukkan nilai z,, ke dalam persamaan ke-(n — 1) diper-
oleh Tpn—-1 = (bnfl - anfl,n$n)/anfl,nfl-
3. Secara umum, setelah diperoleh nilai-nilai z,,, z,—1, ..., ;1 akan
diperoleh z; dengan rumus

n

T; = &(bi — Z aijT;). (2.5)

21 j=it1
Persamaan (2.5) dapat digunakan untuk menghitung nilai-nilai
Tp—1,Tn_2,...,x1 setelah xz,, diketahui.

Permasalahan yang mungkin muncul

Perhatikan persamaan-persamaan (2.2), (2.3), (2.5). Dari rumus-rumus
tersebut, tampak bahwa metode eliminasi Gauss akan gagal apabila nilai-
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nilai az, sama dengan nol, sebab nilai-nilai tersebut digunakan sebagai
pembagi pada pengali m;; maupun di dalam proses substitusi mundur
(2.5). Nilai ay, # 0 pada baris ke-k di mana a;; = 0 untuk j < k, disebut
elemen pivot pada langkah ke-k. Baris yang memuat elemen pivot dise-
but baris pivot. Eliminasi juga dapat menyebabkan hasil yang jelek apa-
bila pada beberapa langkah digunakan pengali m;; yang nilainya lebih be-
sar daripada 1. Hal ini dikarenakan pada langkah ke-k, galat pembulatan
pada koefisien-koefisien ay, 1, ak+2, ..., dan ayy,, serta by diperbesar
oleh faktor m;;. Apabila nilai-nilai m;; pada langkah-langkah berurutan
hampir sama besar, maka galat pembulatanya akan terakumulasi secara
cepat, menyebabkan metode yang tidak stabil. Angka-angka signifikan
mungkin juga akan hilang pada proses penyulihan mundur apabila ter-
dapat elemen-elemen pivot yang bernilai sangat kecil. Salah satu metode
untuk mengatasi masalah-masalah ini disebut metode penentuan pivot
parsial, yang akan dijelaskan setelah kita bahas contoh berikut ini.

CONTOH 2.5.
Selesaikan SPL di bawah ini dengan menggunakan metode eliminasi Gauss.

T1— To+2x3— Xy = —8
201 —2x9+3x3—3x4 = -—20
L1+ To+ X3 = —2
T1— xo+4r3+3xrys = 4

Penyelesaian:
Matriks augmented-nya adalah

1 -1 2 —1] -8
2 -2 3 -3|-20
1 1 1 0] -2
1 -1 4 3| 4

1. Pilih elemen pivot a1y = 1. Misalkan P; menyatakan baris ke-j matriks
augmented. Maka dengan melakukan operasi-operasi Py = Po—2P, P3 =
P; — Py, dan Py = Py — Py, didapat matriks baru

1 -1 2 —-1|-8
0 0 -1 —1|-4
0 2 -1 1|6
00 2 412
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2.2 Eliminasi Gauss

tidak mempunyai penyelesaian atau mempunyai tak berhingga banyak
penyelesaian. Selanjutnya, apabila semua elemen tersebut sangat kecil,
maka elemen pivot yang terpilih juga sangat kecil. Akibatnya, dari persa-
maan (2.5) terlihat bahwa nilai-nilai z; sangat sensitif terhadap perubahan
kecil pada koefisien. Hal ini menunjukkan bahwa SPL yang bersangkutan
dalam kondisi sakit.

Suatu strategi penentuan pivot yang sering digunakan di dalam
metode Eliminasi Gauss dikenal sebagai penentuan pivot parsial. Di
dalam metode ini, suatu elemen pivot aj; merupakan elemen maksimum
pada kolom k di bawah baris ke-k, untuk £ = 1,2,3,...,(n — 1), yakni

elemen pivot = max{|agk|, |axt+1kls |0kt2kl, -y |Gnkl} (2.6)
untuk k=1,23, ..., (n—1)

Kata parsial digunakan untuk membedakan prosedur ini dengan metode
penentuan pivot total, yang menggunakan pertukaran baris dan kolom.
Penentuan pivot total menghasilkan reduksi tambahan yang mempenga-
ruhi galat-galat pembulatan dan hal ini sangat penting demi keakuratan
penyelesaian sistem-sistem tertentu. Kita tidak akan membahas strategi
penentuan pivot total di sini.

Apabila elemen pivot pada langkah ke-£ bernilai nol, maka terdapat
tiga kemungkinan:

1. SPL mempunyai solusi tunggal.
Dalam hal ini baris pivot ditukar dengan salah satu baris di bawah-
nya sedemikian hingga diperoleh elemen pivot yang tak nol.

2. SPL yang bersangkutan tidak bebas.
Apabila elemen pivot nol tidak dapat dihindari dan SPL-nya bersi-
fat konsisten, maka SPL tersebut mempunyai tak berhingga penye-
lesaian. Sebagai contoh, SPL di bawah ini bersifat tidak bebas.

2z+ y+ 2z =
z— y—3z = 1
x+2y+4z = 1

Perhatikan, persamaan pertama merupakan jumlah persamaan ke-
dua dan ketiga, sehingga SPL tersebut tidak bebas. SPL tersebut
dikatakan bergantung secara linier, karena salah satu persamaan
merupakan kombinasi linier kedua persamaan yang lain.

Strategi penentuan
pivot parsial

Contoh SPL yang tak
bebas
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2.2 Eliminasi Gauss

langkah kedua, menghasilkan

2o+ y+ 2 = 2
—5y—3z = 0
0z = 0.

Dari persamaan ketiga diperoleh bahwa z dapat bernilai berapa
saja. Penyelesalain SPL di atas dapat ditulis sebagai (z,y,z) =
(1+ %c, —%c, ¢), untuk sebarang nilai ¢. Jadi SPL tersebut konsisten
namun tidak bebas, mempunyai tak berhingga penyelesaian.

3. SPL yang bersangkutan tidak konsisten.
Dengan mengganti ruas kanan persamaan pertama SPL di atas akan
diperoleh SPL lain yang bersifat tidak konsisten. Misalnya, jika ruas
kanan persamaan pertama diganti menjadi 1, diperoleh SPL

2+ y+ z = 1
rz— y—3z = 1
z+2y+4z = 1.

Setelah langkah eliminasi kedua diperoleh

20+ y+ 2z = 2
3. 7. _ 1
—2Y—3%2 = 3
0z = 1.

Di sini jelas tidak ada nilai z yang memenuhi persamaan ketiga, se-
hingga SPL tersebut bersifat tidak konsisten. (Jumlah persamaan
kedua dan ketiga pada SPL semula adalah 2z + y + z = 2, yang
bertentangan dengan persamaan pertama.)

Suatu SPL yang bersifat bahwa tidak ada satu persamaanpun yang
dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier persamaan-persamaan yang
lain disebut bebas linier. Dari teorema dasar dalam aljabar linier dike-
tahui bahwa setiap SPL bebas linier yang terdiri atas n persamaan dalam
n variabel mempunyai penyelesaian tunggal. Akan tetapi di dalam kom-
putasi numerik, karena digunakan pendekatan hampiran dengan meng-
gunakan pehitungan-perhitungan aritmetika oleh komputer, pernyataan
tersebut diartikaan secara kurang persis. Khususnya, jika pada suatu
langkah eliminasi Gauss diperoleh elemen pivot yang tidak tepat bernilai
nol, namun sangat kecil (mendekati nol) dibandingkan dengan koefisien-

Contoh SPL yang tidak
konsisten

Secara teoritis, SPL
yang bebas linier
mempunyai solusi
tunggal, namun secara
numerik dapat
diperoleh solusi
hampiran yang tidak
valid, jika terdapat
elemen pivot yang
nilainya mendekati nol.
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koefisien lain dalam baris pivot, pembagian oleh elemen pivot tersebut
mengakibatkan penyelesaian numerik yang memuat galat pembulatan
yang mungkin cukup berarti, sehingga penyelesaian yang diperoleh tidak
valid.

Algoritma eliminasi Gauss (2.1) dapat secara mudah dimodifikasi
untuk menerapkan strategi pencarian pivot parsial. Dalam hal ini kita
ganti langkah 1(a) dengan mencari p di antara {i, ¢ +1, i +2, ..., n}
sedemikian hingga

!apz'| :maX{|az‘z'|, ’az’+1,i|7 ’az’+2,i|7 cee !an,i|}-

Strategi penentuan pivot parsial bertujuan untuk menghindari pe-
makaian elemen pivot yang bernilai hampir nol. Akan tetapi alasan lain
yang sama penting adalah, dalam kebanyakan kasus penentuan pivot
parsial menurunkan efek perambatan galat akibat pembulatan. Dengan
stratedi penentuan pivot parsial, pengali-pengali m;;, pada (2.2) dan (2.3)
memenuhi

|mik|§1, 1<k<1<n.

Hal ini akan mengurangi timbulnya kasus galat akibat kehilangan angka
signifikan, karena perkalian dengan m,; tidak akan menghasilkan bi-
langan yang lebih besar.

Apabila algoritma tersebut gagal dalam menggunakan suatu strategi
penentuan pivot, maka kita tidak perlu mencari strategi lain karena per-
masalahannya pada matriks A, bukan pada strateginya. Khususnya, apa-
bila matriks A singular, maka proses akan berakhir dengan suatu elemen
pivot dan semua elemen di bawahnya bernilai nol. Dalam hal ini metode
gagal, dalam arti kita tidak dapat menemukan penyelesaian tunggal.

Apabila matriks koefisien A “hampir singular”, maka SPL tersebut
secara numerik tidak stabil. Artinya, suatu perubahan kecil nilai elemen-
elemen A atau B akan menghasilkan suatu perubahan drastis pada vektor
penyelesaian X pada SPL AX = B.

Apabila SPL AX = B secara numerik stabil, maka suatu perubahan
kecil nilai elemen-elemen A atau B akan menghasilkan suatu perubahan
kecil pada vektor penyelesaian X.

Dengan menggunakan program MATLAB kita dapat menyelesaikan
sebuah SPL secara mudah. Sebagai contoh SPL pada contoh 2.5 dapat
diselesaikan dengan MATLAB sebagai berikut.

> A=[1-12-1;2-23-3;1110;1-14 3]
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70 Bab 2. Sistem Persamaan Linier

Penyelesaian:
Matriks augmented dalam SPL ini adalah

1 1 1 17
1 10 2|8
2 2 3 0]10
-1 -1 -2 2|0

1. Elemen pivot ai; = 1 dapat digunakan untuk mengnolkan elemen-elemen
di bawahnya melalui operasi-operasi P, = P, — Py, Py = P3 — 2P, dan

P,=P,+ Pi:
1 1 1 1 7
0 0 -1 1 1
00 1 —-2|-4
0 0 -1 3 7

2. Elemen pivot asy = 0, sehingga perlu dicari elemen tak nol di bawah-
nya. Ternyata semua elemen di bawah ays bernilai nol, sehingga proses
berakhir. SPL tidak mempunyai penyelesaian tunggal. Untuk mengetahui
apakah SPL tersebut tidak mempunyai penyelesaian atau mempunyai tak
berhingga banyak penyelesaian, kita lakukan operasi Py = Ps + Py dan kita
dapatkan matriks augmented

o O O
OO O =
—_
|
[\]
|
i

Dari matriks terakhir kita dapatkan

T4 =3
r3=—44+214,=—-4+2x3=2

1 =T—To—23—T4=7T—29—2—-3=2—129. [

Dalam penyelesain ini nilai z; dinyatakan dalam z, sehingga apa-
bila x5 ditentukan maka z; dapat dihitung. Oleh karena z, dapat bernilai
berapa saja, maka SPL di atas memiliki tak berhingga banyak penyele-
saian.
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Dengan substitusi mundur kita dapatkan

T4 =3
T3 =—44+2z4,=—-4+2x3=2 dari baris ketiga
z3=(—-2—-mz4)/(-1)=—(-2-3)=5 dari baris kedua

Ternyata nilai x3 tidak tunggal. Ini artinya SPL di atas tidak mempunyai penye-
lesaian. Dengan kata lain SPL di atas tidak konsisten. O

2.2.1 Analisis Algoritma Eliminasi Gauss

Untuk mengetahui banyaknya operasi hitung yang diperlukan oleh Al-
goritma (2.1) untuk menyelesaikan SPL AX = B dengan n variabel kita
lihat langkah-langkah pada algoritma tersebut. Tabel 2.1 menyajikan hasil
analisis ini.

Tabel 2.1: Analisis Algoritma Eliminasi Gauss

Langkah (perhitungan) Cacah Penjumlahan/ Cacah Perkalian/

Pengurangan Pembagian
1(d)1 mj; = aji/a“- 0 (TL - Z)
1(d)11 Qi = Qjf — Mj;Ajk (TL - Z)(TL - Z) (TL - Z)(TL - Z)
1(d)111 bj = bj — mﬂbl (TL - Z) (TL - Z)
3. xp =bp/any 0 1
4 z; = —bi_z%fl e (n — i) (n —1)
Jumlah S =2 42— i) | 147 (= )2 430 — )

— (n—1)n(2n+5) _ (n—1)n(n+4)+3

6 3

Sistem tridiagonal

Metode eliminasi Gauss merupakan metode yang sederhana untuk digu-
nakan khususnya jika semua koefisien tak nol terkumpul pada diagonal
utama dan beberapa diagonal di sekitarnya. Suatu sistem yang bersifat
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demikian disebut banded dan banyaknya diagonal yang memuat koefisien-
koefisien tak nol disebut bandwidth. Sebuah contoh khusus, namun sering

dijumpai, adalah sistem tridiagonal

a11 a1 0 0 N 0
a1 azy azz 0 0

0 as2 asz3 az4 ... 0

0 0 0 0 ap—1,n—1

Gpn—1

o

an—1,n

Qpp,

by
by
b3
ba | (2.7)

bn—l
bn

yang mempunyai bandwidth tiga. Sistem-sistem demikian muncul, mi-
salnya, pada penyelesaian numerik untuk menyusun spline kubik dan
pada penyelesaian masalah syarat batas. Proses eliminasi untuk sistem
demikian bersifat trivial karena hanya dengan membentuk sebuah subdi-
agonal nol tambahan, proses penyulihan mundur segera dapat dilakukan.
Dengan (n — 1) operasi baris yang dilakukan berurutan:

Aji—1 Ajg1

aij = Gij — a;—1j X ;o bi=0bi— b x ———; (2.8)
Ai—1,i—1 Ai—1,i—1
untuki=2,3, ..., n; j=1i—1,;
diperoleh sistem dalam bentuk
a1l a1 0 0 e 0 0 il 21
0 as G923 0 . 0 0 2 2
I3 b3
0 0 azz as4 ... 0 0
T . . o= ] 9
0 0 0 0 an—1,n—1 QAn—1n T b .
0o 0 0 0 .. 0 nn nl ol
T, by,
yang memiliki penyelesaian
Tp = ——: I;=— amele; i=n—1,n-2, ..., 1. (210)
Qnn 7

Keseluruhan prosedur (2.8) dan (2.10) untuk menyelesaikan SPL

Bandwidth suatu SPL,
sistem tridiagonal

Penyelesaian SPL
tridiagonal
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5. Dengan menggunakan operasi-operasi P, = Py — (3/2) x P3, P, = P, +
(1/2) % P, dan Py = Py — 2P3 matriks augmentednya menjadi

100 —2]-11
010 1‘ 5
001 1| 4
000 2‘ 4

6. Sekarang kita bagi baris keempat dengan 2 dengan operasi Py = Py /2 dan
kemudian lakukan operasi-operasi Py = P, + 2Py, P» = P, — Py, dan
P; = P3 — Py untuk memperoleh

100 0f-7
0100|3
00102
000 1|2

7. Sekarang kita telah memperoleh matriks diagonal satuan, sehingga pe-
nyelesaian SPL di atas dapat dibaca pada kolom terakhir, yakni X =
(-7322)T. O

Catatan:

Metode ini memerlukan lebih banyak operasi daripada eliminasi Gauss,
selama proses reduksi matriks. Akan tetapi setelah itu kita tidak lagi
memerlukan operasi hitung untuk mendapatkan penyelesaian SPL. De-
ngan demikian metode eliminasi Gauss-Jordan kurang efisien untuk
menyelesaian sebuah SPL, tetapi lebih efisien daripada eliminasi Gauss
jika kita ingin menyelesaikan sejumlah SPL dengan matriks koefisien
sama.

2.2.3 Penyelesaian n Persamaan dalam m Variabel

Pada pembahasan-pembahasan sebelumnya kita membatasi SPL yang ter-
diri atas n persamaan dalam n variabel. Sekarang kita akan memperu-
mum penyelesaian SPL yang terdiri atas n persamaan dalam m variabel.
Misalkan kita gunakan metode eliminasi Gauss—Jordan. Prosesnya tidak
berbeda dengan yang sudah dijelaskan di atas.

Langkah terakhir pada metode Gauss-Jordan akan memberikan so-
lusi tunggal, jika ada, atau dapat digunakan untuk menjelaskan keber-
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digunakan fungsi r r ef ( A) . Penyelesaian SPL Ax = b juga dapat diper-
oleh dengan menggunakan fungsi rr ef pada MATLAB, yakni dengan
menggunakan perintah rref ([ A b] ). Jikarank(A) =rank([A b])=n,
maka kolom terakhir merupakan vektor penyelesaian SPL tersebut.

LATIHAN 2.2

1. Tulis algoritma eliminasi Gauss—Jordan dengan melengkapi Algo-
ritma (2.1).
2. Tulis program MATLAB tri di agonal . m untuk menyelesaikan
SPL tridiagonal berukuran n x n.
3. Lakukan analisis algoritma eliminasi Gauss—Jordan dengan mengu-
bah/melengkapi Tabel (2.1). Bandingkan keduanya!
4. Selesaikan SPL-SPL di bawah ini dengan menggunakan metode eli-
minasi Gauss (i) tanpa pivoting (ii) dengan pivoting parsial.
(@) 0.005z1 + 20+ x23=2
1+ 2x2+x3=4
—3x1 — 9 + 63 =2
(b) T — o+ 2x3 =25
201 — 290+ 23 =1
3:131 - 2:132 + 7:133 =20

(¢) 1.19z1 4+ 2.37z9 — 73123 + 1.7524 = 2.78
2.1521 — 9.76x5 + 1.54x3 — 2.0824 = 6.27
10.7217 — 1.11zo + 3.7823 + 4.49x4 = 9.03
2.17x1 + 3.58z9 + 1.70x3 + 9.33z4 = 5.00

Gunakan tiga angka signifikan dan berikan komentar mengenai
hasilnya!

5. Selesaikan SPL

1.34z1 + 7.21z9 4 1.0423 = 9.60
3.18z1 + 4.0lze + 0.980z3 = 8.17
2.847r1 — 24.0x9 — 2.24x3 = —23.4

dengan menggunakan metode eliminasi Gauss dengan pivoting par-
sial. Gunakan tiga angka signifikan. Ubah ruas kanan persamaan
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Faktorisai LU matriks
A menyatakan matriks
A sebagai hasil kali
matriks segitiga bawah
L dan matriks segitiga

atas U.

9. Selesaikan SPL tridiagonal Ax = b dengan

ai =4 a; 1=a;,;31 =1 i=12,..,100, b=(1,1,..,1)".
Gunakan MATLAB untuk menghasilkan matriks A dan vektor b. Se-

lesaikan SPL tersebut dengan program t ri di agonal .

10. Tunjukkan bahwa banyaknya perkalian dan pembagian yang diper-
lukan untuk menyelesaikan SPL tridiagonal n x n adalah 5n — 4.

2.3 Dekomposisi (Faktorisasi) LU

Suatu masalah yang sering dihadapi di dalam menyelesaikan SPL AX=B
adalah perlunya mendapatkan beberapa penyelesaian untuk berbagai
vektor B, sedangkan matriks A tetap. Penggunaan metode eliminasi
Gauss mengharuskan penyelesaian setiap SPL AX=B secara terpisah un-
tuk setiap vektor B, dengan menggunakan operasi aritmetika yang pada
prinsipnya sama sampai dilakukan proses penyulihan balik. Suatu proses
yang dikenal sebagai faktorisasi LU menangani permasalahan ini dengan

hanya berkonsentrasi pada matriks koefisien, A.

Jika matriks bujur sangkar A dapat difaktorkan menjadi A = LU,
dengan L adalah suatu matriks segitiga bawah dan U matriks segitiga
atas, maka kita menyebut hal ini sebagai faktorisasi LU dari A. Sebagai
contoh sekaligus penjelasan, misalkan A matriks berukuran 4 x 4,

a1l a2z a1z aig a1 0 0 0 B11 Biz  Piz  Pia

a21  az2  a23  a24 | _ a1 a2 0 0 0 B2z P23 B24 @11)

ag1  ag2 a3z  aga | |o31 a3z o33 0 0 0 B3z Bza |’ '
44 0

@41 @42 (43 G44 Q41 Q42 Q43 0 0 Baa

Penyelesaian SPL AX=B kemudian dapat diperoleh dengan cara se-
bagai berikut:
AX = LUX =LY =B,

dengan Y=UX. Jadi permasalahnnya sekarang dapat diselesaikan melalui
dua tahap, yakni (1) mencari vektor Y yang memenuhi LY=B, dan (2)
mencari vektor X yang memenuhi Y=UX.

Oleh karena L adalah matriks segitiga bawah, penyelesaian LY=B
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CONTOH 2.9.
Perhatikan SPL
221 +4x9 — 223 = 6
T1 — X9+ 53 =20

41 + 29 — 223 = 2

Matriks koefisien dari SPL ini adalah

Elemen pivotnya adalah a1 = 2; pengali-pengalinya adalah mg; = 1/2 dan
mg1 = 4/2 = 2. Setelah membuat nol elemen-elemen di bawah pivot, matriks

koefisien menjadi
2 4 =2
Ai=(0 -3 6 |.
0 -7 2

Misalkan matriks M, dibentuk dengan menggqunakan pengali-pengali mo;
dan ms,. Elemen-elemen pada diagonal utama bernilai 1, kolom pertama di
bawah diagonal utama merupakan negatif dari pengali-pengali tersebut, sedang-
kan semua elemen lainnya bernilai nol. Maka M, adalah

Perhatikan hasil kali My dan A

1 0 0 2 4 =2 2 4 =2
-1/2 1 0 1 -1 5 ]=10 -3 6 ].
-2 01 4 1 =2 0 -7 2

Ternyata diperoleh
MA=A4 (2.14)

Apabila kita lanjutkan proses eliminasi untuk membuat nol elemen-elemen
pada kolom kedua di bawah diagonal utama dengan menggunakan pengali msy =
—7/ — 3 = 7/3, maka kita peroleh matriks yang tereduksi,
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2 4 =2
As=10 -3 6 .
0 0 -—12

Sekarang misalkan matriks Mo adalah suatu matriks dengan diagonal
utama satuan, kolom kedua di bawah diagonal utama merupakan negatif dari
pengali di atas, dan elemen-elemen lainnya bernilai nol, yakni

1 0 0
My=(0 1 o0f.
0 —7/3 1

Perhatikan hasilkali Mo dan Aq:

1 0 0\ /2 4 =2 2 4 -2
0O 1 0|0 =3 6 ]=10 -3 6 ]|.
0 -7/3 1) \0 -7 2 0 0 -12
Ternyata diperoleh hubungan
MyA; = A, (2.15)
Dari (2.14) dan (2.15) diperoleh
MyM A = As. (2.16)

Misalkan M, * adalah invers matriks My dan M, ' adalah invers matriks Ms.

Maka
1 00 1 0 0
Mt=1[1/2 1 0 dan  M,'=1{0 1 0}.
2 0 1 0 7/3 1

Dari (2.16) kita dapatkan

A=TxTx A= (M (My'My)M;)A
= M; "My (Mo My A) = M7 M Ay (2.17)
Akan tetapi, oleh karena M, ' dan M, " adalah matriks-matriks segitiga

bawah, maka demikian juga M; "My "', Juga kita tahu Ay merupakan matriks
segitiga atas. Jika kita tuliskan L = MflMgl dan U = A,, maka dari (2.17)
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4. 1. - 2
0 3.5 - 1.
0 0. 5. 1428571
L =
1. 0. 0.
0.5 1. 0.
0.25 - 0.3571429 1.
>>L*U
ans =
4 1. 2
2 4, - 2
1. - 1. 5
>>ErA
ans =
4 1. 2
2 4, - 2
1 - 1. 5

Ternyata hasil faktorisasi LU yang diberikan oleh MATLAB ber- Faktorisasi LU tidak
beda dengan hasil faktorisasi kita di atas. Hal ini tidaklah mengherankan, bersifat tunggal.
karena faktorisasi LU tergantung pada operasi-operasi baris yang digu-
nakan di dalam proses eliminasi. Dengan kata lain, faktorisasi LU tidak
bersifat tunggal. Pada hasil keluaran MATLAB di atas £ merupakan ma-
triks permutasi yang menunjukkan proses eliminasi, dan hubungannya
dengan matriks A, L, dan U adalah £ x A =L x U.

2.3.1 Beberapa Metode Faktorisasi Lain
Misalkan kita ingin memfaktorkan matriks

1

1 0
4

—1 -1 3

2
4
1
0
Kk
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Jadi, U berbentuk

1 w2 w1z uws

. 0 1 U23 U4

U= 0 0 1 U334
0 O 0 1

Nilai-nilai u;; dan [;; dapat dihitung dengan cara mirip rumus (2.18)
dan (2.19). Akan tetapi menarik untuk diperhatikan bahwa, jika
D menunjukkan matriks diagonal dengan elemen-elemen diagonal
utamanya u;, dan L* dan U* adalah hasil faktorisasi LU dengan
metode Doolitle, maka

Jadi faktorisasi Crout dan Doolitle saling terkait erat.

Metode Choleski. Jika A matriks nyata, simetris, dan definit positif,
maka kita dapat menemukan suatu matriks segitiga bawah L se-
demikian hingga A = LL”. Cara ini dikenal sebagai faktorisasi
Choleski. Matriks L dihitung dengan menyelesaikan persamaan-
persamaan

r—1 1—1
Mol =an, Y il + leilii = ap, (2.20)
=1

=1
untukr =1,2,...,n dan untuk setiap r,z = 1,2,...,r — L.

CONTOH 2.10. ) ) . )
Dengan menggunakan metode Doolitle matriks A di atas dapat difaktorkan men-

jadi
6 1 —1 1 0 0 0 U1l u12 u13 U14
2 1 ol |21 1 0 0 0 ug2  U23  U24
1 4 —1| T |31 I3s 1 0 0 0 w33  U34
-1 -1 3 Ia1  lgn a3 1 0 0 0 w44

Dengan mengalikan kedua matriks pada ruas kanan diperoleh matriks

O =k

u11 u1z u1g 14
l21u1y la1u12 +uaz l21u13 + uas lo1u14 + u2g
Izgruir  Iz1uiz +I32un2 I31u13 +I32u23 + u3ss I31u1a +I32u24 + u3za
laruir  laiuiz +laguse laruiz +laguos +laguzs  laruia +lasusa + laguss + uaa

Dengan menyamakan matriks tersebut dan matriks A diperoleh

Faktorisasi Crout
menghasilkan

A = LU, dengan

L =L"Ddan
U=D"'U",

A = L"U" adalah
hasil faktorisasi
Doolitle, dan D
matriks diagonal dari
U-.

Faktorisasi Choleski
menghasilkan

A= LL" untuk
matriks A bersifat
simetris dan definit

positif.
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o fma =1

6lpy =2, 6l =1, 6y =-1,  atau
=5} =18} [

lui =6],  |up=2] |uz=1

b

(%)2 + w90 = 4, (%)1 + uoz =1, —% 4+ uoq =0, atau
1
um =33  |un=23]  |ux=1/3}

(D24 Qg3 =1, (—3)2+ Rl =0, atau

(F)L+ ($)3 +ugs =4,

7
U3z = 35 uzg = —9/10 |,
(=$)1+ (35)(3) + Tlaa = —1.  atau lis = Z9/87),  dan
F+(5)E) + (—3)(—%) +usa =3, atau |ugy = 191/74|

Jadi, matriks L dan U tersebut adalah

(=1) + (3)(3) +uss = =1, atau

=

1 0 0 0 6 2 1 -1

1/3 1 0 0 0 10/3 2/3 1/3

L= / dan U = / / /
1/6  1/5 1 0 0 0 37/10 —9/10
-1/6 1/10 -9/37 1 0 0 0 191/74

CONTOH 2.11.
Carilah dekomposisi Choleski dari matriks A sebagai berikut
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melalui substitusi mundur.
Metode ini bermanfaat khususnya apabila kita mempunyai sejumlah
SPL dengan matriks koefisien sama.

CONTOH 2.12.
Selesaikan SPL

6x1 + 220 +2x3—24 =9
221 +4xo + x3 = 13
:171+:L"2+4(173—:L"4:11

—x1 — 3+ 314 =8

Penyelesaian:
SPL tersebut dapat ditulis sebagai AX = b dengan A adalah matriks koefisien

6 2 1 -1
2 4 1 0
A= 11 4 -1
-1 0 -1 3

Dalam contoh sebelumnya kita sudah menghitung faktorisasi LU dari A, yakni

1 0 0 0 6 2 1 -1
RV 0 0 _|o 10/3 2/3  1/3
E=V1e 15 1 o 9 U=lo o 3710 —9/10

~1/6 1/10 —9/37 1 0 0 0  191/74
SPL LZ = b diberikan oleh
1 0 0 0 21 9
1/3 1 0 0] |z| |13
16 1/5 1 0|z [12)]°
~1/6 1/10 —9/37 1) \z 8
sehingga z =9,
%Zl + 29 =13 = 2z = 10,
tntintm=11 = 2z = 11-3-2=1
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0 0 37/ 10 -9/10
0 191/ 74

(@)
(@)

o o
[cNeoN N
OoOr OO
= O OO

0
>> b=[9; 13; 11; 8]
b =
9
13
11
8
>> Z=L\'b % Penyel esi an LZ=b
Z =
9
10
15/ 2
382/ 37
>> X=W Z % Penyel esai an UX=Z
X =

A WDNPE

>> X=A\b % Bandi ngkan dengan penyel esai an | angsung
X =

A WDN P

LATIHAN 2.3

1. Carilah faktorisasi LU matriks-matriks A di bawah ini, kemudian
selesaikan SPL AX = B.
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MATLAB
menggunakan besaran
eps untuk
menyatakan galat
setiap bilangan yang
dapat disajikan
olehnya. Artinya, eps
adalah harga mutlak
penyelesaian terkecil
darivelasi 1 + ¢ # 1.

(-2, —10, 11, 4)7, dengan A = LU adalah

2 4 -4 0 1 0 0 0\ /24 -4 0
15 -5 =3 [4 1 00|03 =3 =3
23 1 3| |1 —5 1 oO0J]|l0OO0O 4 2
14 -2 2 5 3 £ 1/\00 0 3

2.4 Galat dalam Penyelesaian SPL

Reliabilitas penyelesaian suatu SPL yang diperoleh dengan suatu metode
numerik merupakan hal yang sangat penting dan perlu mendapat per-
hatian. Kecuali terjadi kasus bahwa semua perhitungan melibatkan bi-
langan bulat atau rasional, eliminasi Gauss menyangkut galat pembulatan
atau pemotongan di dalam operasi aritmetika, yang mengakibatkan galat
dalam hampiran penyelesaian yang diperoleh. Apabila perhitungan di-
lakukan dengan MATLAB, mungkin Anda menemukan bahwa hasil per-
hitungan mungkin “hampir” sama dengan penyelesaian eksak. Hal ini
dikarenakan MATLAB menggunakan tingkat keakuratan dengan presisi
ganda (sampai 15 atau 16 angka signifikan) dalam operasi-operasi aritme-
tika. MATLAB menggunakan besaran eps untuk menyatakan galat setiap
bilangan yang dapat disajikan olehnya. Artinya, eps adalah harga mutlak
penyelesaian terkecil dari relasi 1 + € # 1. Jadi, untuk setiap hasil perhi-
tungan 7, galat relatifnya, |ez/z|, tidak akan pernah kurang daripada eps.
Jelas bahwa proses penyelesaian suatu SPL akan menghasilkan akumulasi
dari galat-galat minimum tersebut. Pembagian dengan suatu bilangan
yang sangat kecil, atau pengurangan dua buah bilangan yang hampir
sama dapat menghasilkan efek penurunan tingkat keakuratan hasil secara
dramatis. Konsep norm dan bilangan kondisi suatu matriks, yang akan
dijelaskan di bawah ini, merupakan alat yang berguna untuk mengesti-
masi akumulasi galat yang terjadi dalam penyelesaian SPL Ax = b.

Kita mulai dengan memisalkan Z adalah hampiran penyelesaian
(hasil perhitngan) SPL Ax = b dan z adalah penyelesaian eksaknya. Galat
hampiran  adalah

A~

e =x — I.

Selanjutnya, definisikan
r=>b— Az.
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Besaran ini disebut residu di dalam penghampiran b oleh Az. Jelaslah
apabila & = z, maka r = 0. Oleh karena Ae; = A(z — ) = Az — At =
b — A% = r, maka diperoleh hubungan

Aez; = .

Jadi, galat e; memenuhi suatu SPL dengan matriks koefisien A, dan vektor
residu, r, sebagai vektor konstanta.

Dalam praktek, nilai galat e; mungkin tidak diketahui, karena kita
tidak tahu z, namun nilai residu r, sebagai hampiran nilai b, adalah dike-
tahui (dihitung dari definisinya). Oleh karena itu diperlukan adanya relasi
antara galat e; dan residu r. Untuk ini diperkenalkan pengertian ukuran
besar (panjang) vektor dan matriks.

Ukuran besar (panjang) suatu vektor x,, ditulis dengan notasi |x],

dan matriks A,,,, ditulis dengan || A|| didefinisikan® sebagai Pengertian norm suatu
vektor dan matriks

x| = maxi<i<n |4, (2.21)
I|A|] = maxi<i<n 2?21 |aijl. |

TEOREMA 2.2.
Misalkan A matriks nonsingular. Maka penyelesaian-penyelesaian Ax = b dan
A% = b memenuhi

X—X _ b-b
B 2 gy =Bl 222)

bl

|

BUKTI: Dengan mengurangkan kedua SPL Ax = b dan A% = b diperoleh

= b-b
= A '(b-h).

Ax—x%x

X —

~—

>

Dengan menggunakan sifat norm, dipenuhi hubungan

x — % <[|4" (b~ b)|| < [|AY]|.[b — b].

*Terdapat beberapa definisi norm lain, namun definisi tersebut cukup untuk keperluan
pembahasan hal di atas.
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Untuk n = 4 misalnya, matriks Hilbert dan inversnya berturut-turut adalah

1 1/2 1/3 1/4 16 —120 240  —140
o |12 13 14 15| Ly | <1200 1200 —2700 1680
YT l1y3 174 15 160 T4 T | 240 —2700 6480  —4200

1/4 1/5 1/6 1/7 —140 1680 —4200 2800

Dengan meggunakan rumus norm (2.21) dan rumus bilangan kondisi (2.23),
didapatkan

25
K = ||Hy| x ||H, Y| = T3 X 13620 = 2800,

yang cukup besar.

Untuk melihat bahwa matriks Hilbert memang sangat sensitif terhadap
perubahan kecil pada elemen-elemennya, kita ambil hampiran Hy sampai lima
angka signifikan, yakni

1.0000  0.50000 0.33333 0.25000
i, = 0.50000 0.33333 0.25000 0.20000
0.33333 0.25000 0.20000 0.16667
0.25000 0.20000 0.16667 0.14286

Invers matriks hampiran H, tersebut adalah

16.2479  —122.722  246.488 —144.195
gl —122.722 12299  -2771.31 1726.12
47| 246.488  —2771.31  6650.06  —4310.0
—144.195 1726.12  —4310.0  2871.15

Terlihat bahwa galat pada H terjadi pada tempat desimal keenam, sedangkan
beberapa galat pada H * terjadi pada tempat desimal kedua. Berarti telah terjadi
perubahan angka signifikan yang cukup berarti pada H * dibandingkan pada H,.

MATLAB memiliki fungsi cond yang dapat digunakan untuk menghi-
tung bilangan kondisi suatu matriks. MATLAB juga menyediakan fungsi hi | b
untuk menghasilkan matriks Hilbert, dan fungsi i nvhi | b untuk menghitung
invers matriks Hilbert. Cobalah Anda gunakan MATLAB untuk mengkonfir-
masikan penjelasan di atas dan untuk menyelesaikan SPL Hyx = b, dengan
b = [1, 1, 1, 1]7. Dari perhitungan H, ' di atas terlihat bahwa penyelesaian
eksak SPL tersebut adalah
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2.4 Galat dalam Penyelesaian SPL 99

3. (a) Selesaikan SPL {5z + 7y = 0.7, 7z + 10y = 1} dan SPL per-
tubasinya {5z + 7y = 0.69, 7z + 10y = 1.01}.
(b) Hitung bilangan kondisi matriks koefisien SPL tersebut.

(c) Gambarkan kurva kedua persaamaan linier pada SPL pertama.
Jelaskan efek perubahan ruas kanan secara geometris. Jelaskan
sifat kondisi sakit moderat SPL tersebut secara geometris.

4. Hitunglah bilangan kondisi matriks

1 ¢
A:(c 1), c# 1.

Kapan matriks A menjadi berkondisi sakit? Jelaskan dalam hubun-
gannya dengan penyelesaian SPL Ax = b! Bagaimanakah hu-
bungan bilangan kondisi matriks A dan determinannya?

5. Tunjukkan bahwa bilangan kondisi suatu matriks selalu lebih besar
atau sama dengan 1!

6. Tulislah fungsi MATLAB kond untuk menghitung bilangan kondisi
suatu matriks A berdasarkan rumus norm (2.21) dan rumus bilangan
kondisi (2.23). Gunakan fungsi kond untuk menghitung bilangan
kondisi matriks-matriks koefisien dalam latihan ini. Bandingkan
hasilnya jika Anda menggunakan fungsi cond yang sudah tersedia
di sistem MATLAB.

7. (a) Gunakan MATLAB untuk menghasilkan matriks

1 -1 -1 -1 ... -1

o 1 -1 -1 ... -1
A, =|: .

0 0 O 1 -1

0 0 O 0 1

untuk n = 3, 5, 10.

(b) Hitunglah A, ! secara eksplisit, dan hitunglah dengan MAT-
LAB untuk n = 3, 5, 10.

(c) Hitunglah bilangan kondisi matriks A,,.

(d) Tentukan penyelesaian SPL A,x = bdenganb = (-n+2, —n+
3, .., =1, 007 danb = (-n+2, —n+3, ..., =1, e)T.
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102 Bab 2. Sistem Persamaan Linier

piran pertama terhadap penyelesaian SPL tersebut adalah

r1 =3/5=0.6

To = 25/11 = 2.2727

r3=—11/10 = -1.1

x4 = 15/8 = 1.8750
Sekarang dengan menggunakan nilai-nilai ini pada ruas kanan persa-
maan (P5) — (P8), kita dapat menghitung hampiran kedua. Proses ini da-

pat diulang-ulang sampai keakuratan hampiran yang diinginkan tercapai.
Berikut adalah hasil proses iterasi dengan menggunakan komputer

Tabel 2.2: Hasil iterasi P5, 6, P7, P8

il xT9 T3 T4

0.6 227273 | —1.1 1.875
1.04727 | 1.71591 | —0.805227 | 0.885227
0.932636 | 2.05331 | —1.04934 | 1.13088
1.0152 1.9537 | —0.968109 | 0.973843
0.988991 | 2.01141 | —1.01029 | 1.02135
1.0032 1.99224 | —0.994522 | 0.994434
0.998128 | 2.00231 | —1.00197 | 1.00359
1.00063 | 1.99867 | —0.999036 | 0.998888

0~ O U W N =3

Setelah iterasi ke-8 diperoleh hampiran penyelesaian
z = (1.00063, 1.99867, —0.999036, 0.998888)" .
Bandingkan dengan penyelesaian eksaknya, yakni z = (1, 2, —1, 1)7.

CONTOH 2.14.
Selesaikan SPL berikut ini dengan menggunakan metode Iterasi Jacobi.

21 — x9 4+ 10z3 = —11
3xo — x5+ 8x4 = —11
10x1 — 22 + 223 =6
—x1 + 1lxg — x3 4+ 324 = 25
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menjadi persamaan ketiga dan keempat, metode Jacobi ternyata berhasil mem-
berikan penyelesaian tersebut, sebagaimana terlihat pada hasil keluaran MAT-

LAB berikut ini.

>> A-[10 -1 2 0;-1 11 -1 3;2 -1 10 0;0 3 -1 8]

A =
10 -1
-1 11
2 -1
0 3

2
-1
10
-1

>> pb=[ 6; 25; - 11; - 11]

b =
6
25
-11
-11

>> X0=[-2;1;3;-1];
>> [ X, g, H =j acobi (A, b, X0, T, N)

X =
1.1039
2.9965
-1. 0211
-2.6263

=

. 0e-004 *
0. 0795

. 2004

. 0797

. 1511

o O o

P RPRRPRRRPLOON

. 0000
. 1000
. 9836
. 0315
. 1022
. 0965
. 1045
. 1030
. 1040

NDNNMNNNNMNNDDN PR

. 0000
. 6364
. 6023
. 9494
. 9426
. 9930
. 9895
. 9965
. 9956

0O wo

. 0000
. 6000
. 8564
. 0365
. 0114
. 0262
. 0200
. 0220
. 0209

. 0000
. 3750
. 4386
. 4579
. 6106
. 6049
. 6256
. 6236
. 6264
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1.1037 2. 9966 -1.0212 -2.6260
1.1039 2.9964 -1.0211 -2.6264
1.1039 2. 9965 -1.0211 -2.6263
1.1039 2. 9965 -1.0211 -2.6263
1.1039 2. 9965 -1.0211 -2.6263

Iterasi Jacobi konvergen (dengan menggunakan batas toleransi 0.0001) sete-
lah iterasi ke-13. Penyelesaian yang diberikan persis sama dengan yang di-
hasilkan dengan metode langsung. Hampiran penyelesaian SPL kita adalah
X = (1.1039 2.9965 — 1.0211 — 2.6263)7". O

Catatan:

Dari contoh di atas kita dapat mengambil kesimpulan bahwa urutan per-
samaan di dalam suatu SPL sangat berpengaruh terhadap penampilan
metode iterasi Jacobi. Kalau kita amati lebih lanjut contoh di atas, ke-
konvergenan iterasi Jacobi pada strategi kedua dikarenakan kita telah
mengubah susunan SPL sedemikian hingga elemen-elemen a;; meru-
pakan elemen-elemen terbesar pada setiap baris. Dengan kata lain, apa-
bila matriks koefisien A merupakan matriks dominan secara diagonal,
maka metode iterasi Jacobi akan konvergen. Suatu matriks A berukuran
n x n dikatakan dominan secara diagonal apabila

]aii| > ]ai71]+...+]ai7i_1]+]ai7i+1|—|—...+]aml untuk = 1,2, ..., n.

LATIHAN 2.5

1. Tentukan di antara SPL-SPL di bawah ini mana yang apabila dise-
lesaikan dengan metode iterasi Jacobi konvergen. Selesaikan SPL-
SPL tersebut dengan menggunakan program MAATLAB j acobi
dengan menggunakan hampiran awal vektor nol, batas toleransi
0.00001, dan maksimum iterasi 10. Hitunglah galat pada setiap ham-
piran penyelesaian yang Anda dapatkan dengan membandingkan
dengan penyelesaian eksaknya.

(a) 4z + a2 =1
1 —4drs +x3=1

o —4drs+14=1

3 —4dry =1

Syarat metode iterasi
Jacobi konvergen
adalah bahwa matriks
koefisien A bersifat
dominan secara
diagonal.
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Tabel 2.3: Hasil iterasi untuk x1, To, x3, dan x4

il xT9 9 T4

0.6 2.32727 | —0.987273 | 0.878864
1.03018 | 2.03694 | —1.01446 | 0.984341
1.00659 | 2.00356 | —1.00253 | 0.998351
1.00086 | 2.0003 | —1.00031 | 0.99985

_~w N~ 3

dengan L dan U berturut-turut adalah matriks segitiga bawah dan atas
dengan diagonal nol dan D matriks diagonal. Maka persamaan 2.26 dapat
ditulis dalam bentuk

X® = D71 b - LX® — yxkE-1)
= (D+L)X® =p-Ux*b
— X® =(D+ L) Hb-Uxt-D),

yang menghasilkan Rumus iterasi matriks
Gauss-Seidel

X® = —(D+L0)"'UX* Y +(D+L)"'b. (2.27)
Suatu iterasi matriks Pengertian iterasi
matriks stasioner.
X® = pnXED 4 ob (2.28) Iterasi Gauss—Seidel

bersifat stasioner.

dikatakan stasioner jika M} dan Cj tidak tergantung pada k, sehingga
iterasinya dapat ditulis dalam bentuk

X*®) = yx*=1 4+ Cb. (2.29)

Jelas bahwa metode iterasi Gauss—Seidel bersifat stasioner dengan M =
—(D+L)"'UdanC = (D + L)~%.

Kekonvergenan Iterasi Matriks

Penyelesaian SPL AX = b merupakan titik tetap iterasi matriks (2.28). Ini
artinya, X = A~ 'b dapat digunakan untuk mengganti masukan maupun
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keluaran pada persamaan iterasi (2.28), yakni
X =A% = M,A" ' + Cpb = M X + Cyb.
Dari kesamaan ini didapatkan
MX = X - Cib. (2.30)
Sekarang, misalkan e(*) adalah galat hampiran ke-k,
e = x — x(*) (2.31)
Dengan menggunakan (2.28) dan (2.30) diperoleh

e®) = X — (M;X*D 4 Cyb)
= MpX — MX*-1
= My(X —Xk-1)
= Mke(k_l).

= MkMk,1 N Mle(o),

dengan ¢(”) adalah galat hampiran awal. Untuk iterasi matriks stasioner
(termasuk iterasi Gauss-Seidel) matriks galat hampiran ke-k adalah

elh) = ppke(®), (2.32)
Dengan menggunakan sifat norm kita dapatkan
)] < || M| [eO)]. (2.33)

Iterasi matriks (2.28) dikatakan konvergen jika limy_, e¥) = 0. Dari
pertidaksamaan terakhir jelas bahwa hal ini akan dipenuhi jika ||M|| < 1.

Teorema berikut ini memberikan kriteria kekonvergenan iterasi Gauss—
Seidel.

TEOREMA 2.3 (KEKONVERGENAN ITERASI GAUSS—-SEIDEL).
Tterasi Gauss—Seidel konvergen untuk setiap vektor awal X©) jika dan hanya jika

Pengant ar Konput asi Numeri k ©Sahid (2004—2012)‘




2.6 Iterasi Gauss-Seidel

matriks koefisien A bersifat simetris dan definit positif.?

Bukti teorema tersebut dapat dilihat pada [7] halaman 374. Sekalipun
teorema di atas memberikan suatu kriteria kekonvergenan iterasi Gauss—
Seidel, namun kriteria yang diberikan tidaklah mudah dicek secara prak-
tis, karena harus mengecek apakah matriks koefisiennnya definit positif.
Teorema berikut memberikan kriteria yang lebih praktis.

TEOREMA 2.4 (KEKONVERGENAN ITERASI JACOBI & GAUSS—SEIDEL).
Iterasi Jacobi dan Gauss—Seidel konvergen untuk setiap SPL yang memiliki ma-
triks koefisien bersifat dominan secara diagonal.

Teorema di atas memberikan kriteria kekonvergenan baik untuk ite-
rasi Jacobi maupun Gauss-Seidel. Untuk iterasi Jacobi kriteria tersebut
telah disebutkan sebelumnya, dengan melihat contoh nyata.

Perlu dicatat bahwa teorema 2.3, sekalipun agak susah dicek se-
cara praktis, memberikan syarat perlu dan cukup, sedangkan teorema 2.4
hanya memberikan syarat perlu, bukan syarat cukup kekonvergenan ite-
rasi Gauss-Seidel. Artinya, suatu SPL yang tidak bersifat dominan secara
diagonal, mungkin dapat disusun ulang menjadi demikian, sehingga ite-
rasi Gauss—-Seidel akan konvergen.

BUKTI TEOREMA 2.4: Ingat kembali (lihat persamaan (2.25) dan (2.29)),
bahwa iterasi matriks untuk mencari hampiran penyelesaian SPL Ax = b,
dengan A,,«, dan b, 1, dapat ditulis dalam bentuk

x®) = prxk=1 + Cb.

1. Untuk iterasi Jacobi, M = —D (L + U) dan C = D~ !; dan

2. untuk iterasi Gauss-Seidel, M = —(D+ L) 'UdanC = (D+ L) };

dengan A = L + D + U, L matriks segitiga bawah dari A, D matriks
diagonal dari A, dan U matriks segitiga atas dari A. Dengan mendefinisi-
kan e(¥) sebagai galat hampiran ke-k, seperti (2.31), selanjutnya kita telah
mendapatkan hubungan (2.33) dan akhirnya kita tahu bahwa syarat ite-
rasi tersebut konvergen adalah

||M]| < 1.

>Matriks A dikatakan definit positif jika untuk setiap vektor x, x* Ax > 0.

Metode iterasi Jacoib
dan Gauss—Seidel
konvergen jika matriks
koefisien bersifat
dominan secara
diagonal.
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Sekarang, kekonvergenan kedua iterasi dapat ditinjau secara ter-
pisah.
Untuk iterasi Jacobi,

M = “NL+U)
ﬁ 01 0 0 0 a2 A13 .. QA1p
0 GTE 0 0 a| 0 a3 .. Qa92p
— 0 0 % 0 a3y as2 0 .. QA3n
0 0 0o .. ﬁ Anl  Gp2  Gp3 ... 0
Dari definisi norm (2.21), diperoleh

"L a

||M]| = max | ”I

1<i<n < Lag

Jj=Lj#i

sehingga syarat ||M|| < 1 mengharuskan

n

> aigl <lawl, 1<i<n,
J=1,j#
yang tidak lain adalah sifat dominan secara diagonal matriks A. [ ]

Untuk iterasi Gauss-Seidel, perhitungan tidak dapat langsung menggu-
nakan matriks M = —(L 4+ D) 'U, karena tidak terlalu mudah. Metode
pembuktian untuk kekonvergenan iterasi Gauss-Seidel memerlukan teo-
rema lain tentang nilai-nilai eigen matriks A. Bukti lengkapnya tidak
diberikan di sini. Pembaca yang tertarik dipersilakan untuk melihat refe-
rensi [5] halaman 35-37 dan [1] halaman 287.

LATIHAN 2.6

1. Perhatikan SPL di bawah ini. Dengan menggunakan hampiran awal
pr = 0untuk k£ =1, 2, ...,9, selesaikan SPL tersebut secara iteratif.

pL = 2(p1 + 0+ ps + p7)
D7 (0+p1 +p3+ps5)
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(@ b5y + 210 — x3 = 6
r1 + 6b6xy — 3x3 = 4
2:131 + Tro + 4:173 = 7
(b) -3z + 19 4+ 3xy = 1
r1 + 6xy + T3 = 1
r9 + bx3 + w4 = 1
3xq + xz3 — 34y = 1
(C) 7:131 + 2:132 + 2:173 = 30
z1 + dre 4+ 3x3 = 10
2:131 + 3:132 + 8:173 = 12
(d) 6:131 + 3:132 + r3 = 15
227 + bdzo + 2x3 = 50
r1 + oy + 4dx3 = 10

(e) Berapakah nilai parameter relaksasi yang optimal untuk
masing-masing SPL di atas?

(f) Ulangilah penyelesaian soal (c) dan (d) dengan menggunakan
hampiran awal x0 = (100 100 100)7".

2. Selesaikan SPL-SPL di bawah ini dengan metode Iterasi Gauss-
Seidel dan metode SOR (dengan menggunakan nilai parameter re-
laksasi yang optimal). Bandingkan hasilnya!

(a) Ty — H) 1
-ry + 2:132 - I3 — 0
—x9 + 2x3 — T4 = -1

—-r3 -+ 2[134 - I5 = 1

—x4 + 2x5 — re = 1

—r5 + 2:136 — 2
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(b) =z + 2 =
207 + xo 4+ z3
200 + T3 + x4
3z + 2x4 + w5
204 + 3z + xg
205 + 3z = —

Il
N N =

3. Metode SOR konvergen jika dan hanya jika nilai parameter relaksasi
w memenuhi ¢ < w < b untuk beberapa nilai a dan b yang tergan-
tung pada SPL yang harus diselesaikan. Carilah nilai-nilai a dan b,
teliti sampai satu angka desimal, untuk SPL di bawah ini

S5c1 + 29 — x3 = 6
r1 + 6x9 — 3xz3 = 4
2¢1 + o + 4dx3 = T

Carilah nilai w yang menghasilkan laju kekonvergenan tercepat!

2.8 Rangkuman

Berikut adalah rangkuman dari beberapa metode yang dapat digunakan
untuk mencari (hampiran) penyelesaian sistem persamaan (SPL)

Ax=Db

dengan A matriks koefisien berukuran n x m, b vektor konstanta n x 1,
dan x vektor n x 1 yang akan dicari nilainya.

Matriks Augmented Matriks [A|b], yakni gabungan matriks koefisien Matriks augmented
dan vektor konstanta disebut matriks augmented.

Eliminasi Gauss Metode eliminasi Gauss dapat digunakan untuk Metode eliminasi
menyelesaikan SPL yang terdiri atas n persamaan dalam n variabel. Gauss
Proses eliminasi menghasilkan SPL baru yang ekivalen dengan SPL
lama, yang memiliki matriks koefisien berbentuk segitiga atas (se-
mua elemen di bawah diagonal utamanya nol). Proses eliminasi
menggunakan operasi-operasi baris elementer (OBE):
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2. Setiap leading 1 merupakan satu-satunya elemen bukan nol
pada kolom yang bersangkutan.

3. Semua leading 1 tersusun secara diagonal dari kanan atas ke kiri
bawah (tidak harus pada diagonal utama).

4. Baris-baris yang semua elemennya nol terletak pada bagian
bawah matriks tersebut.

Banyaknya baris yang memuat elemen tidak nol pada BEBR matriks
A disebut rank matriks A, ditulis rank(A).

1. Jika rank(A)=rank(A|B)=m, maka SPL tersebut mempunyai so-
lusi tunggal untuk nilai-nilai z;, ¢ = 1,...,m.

2. Jika rank(A)=rank(A|B)=r < m, maka SPL tersebut mempu-
nyai penyelesaian tidak tunggal dan setiap penyelesaian dinya-
takan dalam (m — r) parameter bebas.

3. Jika rank(A)#rank(A|B), maka SPL tidak mempunyai penyele-
saian.

Faktorisasi LU Jika matriks koefisien A berukuran n x n dan eliminasi
Gauss menghasilkan matriks tereduksi segitiga atas U, maka A da-
pat ditulis sebagai

A=LU
dengan L berbentuk
1 0 0 0
mo1 1 0 0
L = ms31 ms32 1 O
mp1 Mp2 Mp3 ... 1
dengan my1, mp2, ..., my,—1 adalah pengali-pengali yang digu-

nakan untuk membuat nol pada proses eliminasi. Penyelesaian SPL
Ax = LUx = Ly = b (dengan y = Ux), dapat diperoleh dengan:
(1) menyelesaikan Ly = b melalui proses substitusi maju, dan (2)
menyelesaikan Ux = y melalui proses substitusi mundur.

Fungsi MATLAB
rank(A) menghitung
rank matriks A, dan
rref (A)
menghasilkan bentuk
eselon baris tereduksi
matriks A.

Eliminasi Gauss dan
Faktorisasi LU
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